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INTRODUCTION 




Celle publication comprend deux parties distinctes. 

La première consiste en un résumé critique des principales con- 
ceptions sur lesquelles se fonde l'analyse transcendante. Elle n'exi- 
geait pas de longs détails , les avantages et les inconvénients des 
méthodes ordinaires étant connus de tous les géomètres. 

La seconde a pour objet l’exposé d’une conception qui nous appar- 
tient. Ici des développements plus étendus étaient indispensables. Il 
ne suffisait pas de créer une méthode algébrique : il fallait montrer 
comment, en prenant pour base un principe général et abstrait, 
nous sommes parvenus à introduire une extrême simplicité dans 
toutes les applications. 

Les grandeurs continuement variables subissent en réalité des 
modifications incessantes. C’est là, sans doute, une notion tout élé- 
mentaire , mais elle est fondamentale et il importe que l’esprit se 
familiarise avec elle. La considération des infiniment petits ne peut 
que l'obscurcir. 

Un corps se meut. Il y a vitesse, c’est-à-dire réalisation d’un 
état particulier en vertu duquel le mouvement subsiste. Que cet 
état demeure constant , ou bien qu’il varie avec continuité , il n’est 
en lui même, ni plus, ni moins facile à concevoir. Autre chose est 
de la vitesse estimée par l’espace et le temps. Constante, elle a pour 
mesure un effet simple, immédiatement saisissable. Variée, elle 
n’offre plus qu’un phénomène essentiellement complexe. 
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IV 


Poursuivons. 

Lorsque la vitesse varie , elle ne persiste dans aucun des états 
dont la succession non interrompue constitue son mode d’existence. 
Néanmoins l’on peut toujours se représenter isolément l'un quel- 
conque de ces états , et le caractériser par la mesure des effets aux- 
quels il donnerait lieu , s’il devenait permanent. Tel est le sens de 
l’équation différentielle , 

de=vbt=(p[t).àt. (I) 

Elle exprime : par t , l’instant (i) pris pour origine de l'inter- 
valle Al ; par 0(1) , le degré de grandeur que la vitesse acquiert en 
cet instant ; par de, l’espace qui serait parcouru dans l’intervalle 
At , si , à partir de l’instant t , la vitesse cessait (T être variable. 

Purement algébrique, rigoureusement exacte, l’équation (1) 
fixe , relativement à l’intervalle de temps que l’on considère , entre 
quelles limites la vitesse varie et par quel degré de grandeur elle 
passe à chaque instant. Une pareille détermination est nécessaire- 
ment complète par rapport à l’espace effectivement parcouru. Elle 
équivaut donc à la relation explicite , 

a c =/-(I+aO— AO ( 2 ) 

Soit v t la vitesse moyenne qui répond au parcours Ae. L'on a 
d’abord 

AC=V,At. 

Puis, observant que la moyenne v , est une des vitesses affectées 
par v dans l’intervalle At , 

Ae=$[<+0,At].A< = [<£(t) + lf]At. ( 2 ) (3) 

Les relations (1) (2) (3) s’impliquent mutuellement. Interprétées 
d’après le sens que nous attachons au symbole différentiel , elles 
lèvent toute difficulté, ne laissent rien d’obscur , et , résumant en 
quelques lignes les principes fondamentaux des mathématiques 
transcendantes , elles n’ont besoin que d’étre généralisées. 


(i) L’instant est sans durée , comme le point sans étendue. 

(î) Tl est visible. 

Que reste toujours compris entre zéro et l’unité. 

2° Que la quantité 0, AQ-— t) converge vers zéro en meme temps 

que A t. 

3’ Que 1rs fonctions $J), f[ï) sont données l’une par l’autre au moyen de 
la relation 
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Soit y—f[x) une fonction continue. Posons 
&y = f[x+\x) — f{x) =m.\x. 

Deux cas peuvent se présenter , suivant que m est ou n’est pas 
indépendant de x. 

Dans le premier cas on démontre aisément , (*) que la quantité 
m se résout en une constante absolue. De là , une loi invariable 


traduite algébriquement par la relation 


— J — =»!=Cons'“. Cette loi 

AX 


doit être conçue indépendamment de toute valeur attribuée aux 
accroissements : elle régit leur génération , alors que , partant de 
zéro , ils prennent tous deux naissance. 

Dans le second cas m est fonction de x et ax. Néanmoins pour 
chaque valeur valeur affectée par x , les accroissements dépendent 
l’un de l’autre, et il y a détermination du mode suivant lequel 
commence leur génération simultanée. 

Considérons la loi qui régit ce mode. 

Elle est déterminée avec x , c’est-à-dire à l’origine des accrois- 
sements. De là, une conception abstraite, ayant pour objet, le 
développement de celte loi supposée constante dans l'intervalle ax; 
pour traduction numérique , la mesure des effets qui répondent à 
cette hypothèse. 

Constante ou variable , la loi , dont il s’agit , est nommée : Loi 
de génération. 

Est-elle constante ? c’est par l’équation 


Aÿ=C.AX 


(*) 


qu’elle se traduit et se manifeste. 

Varie-t-elle au contraire? Les changements qu'elle subit ne 
permettent pas qu’elle soit exprimée par le rapport des accroisse- 
ments effectifs. Ce n’est d’ailleurs , qu’en la concevant entièrement 
dégagée de toute modification, qu’on peut se former une idée 
précise de la détermination qu’elle affecte à l’origine de l’intervalle 
ax. On voit donc qu’il faut isoler par la pensée cette détermination 
particulière et , pour la rendre explicite , la supposer permanente. 
Cela fait , on trouve aussitôt dans l'équation (4) l’expression que 
comporte en général la loi de génération. Ici seulement c devient 
fonction de x et, afin d’éviter toute confusion, l’on rappelle Vhy- 


(t ) Voir 1*5.. SI, S» 2 . 
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jolhèse où l'on s'est placé par un changement de caractéristique- 
C'esl ainsi qu’on écrit, 

dy=>$(x).ax 

alors qu'on a en même temps , 

Les notions (>) qui précèdent montrent suffisamment quel est 
notre point de départ. Indiquons maintenant [a marche que nous 
avons suivie pour établir les éléments du calcul différentiel. 

Après l'exposé des principes fondamentaux , viennent les règles 
générales de la diflérenciation , puis l'application de ces règles aux 
fonctions simples et composées. Cet ordre n’est point celui qu’on 
adopte habituellement. 

A notre point de vue , le théorème de la décomposition du rapport 
des accroissements peut et doit être démontré à priori. Il convient 
d’ailleurs d’en tirer tout le parti possible, ne fut-ce que pour faire 
apprécier dès l’abord la puissance des ressources mises à la dispo- 
sition du calculateur. C’est ainsi que, sans avoir besoin ni du binôme 
de Newton , ni d’aucun développement en série , nous parvenons à 
différencier les fonctions élémentaires. 

Passons aux différentielles des ordres supérieurs. L’usage qu’on 
en fait n’exige point qu’on voie en elles autre chose que le résultat 
de plusieurs différenciations successives. Cependant il nous a paru 
bon de les définir directement , et de montrer ce qu’elles sont en 
réalité, des différences ordinaires prises dans une certaine hypothèse. 
La conception de la loi de génération rend celte interprétation 
très facile. 

On observera que , dans un système quelconque d’équations simul- 
tanées , les différentielles des ordres supérieurs se rapportent toutes 
à une seule et même variable indépendante. Les notions , données 
sur ce point , ne sont pas superflues. C’est d’elles que dérive l’ex- 
tension générale des règles établies d'abord pour les cas les plus 
simples. 

Les parties qui suivent ont pour objet diverses séries d’applica- 
tions. Nous y avons rassemblé toutes les questions qu’il importait 
de résoudre dans un traité élémentaire. La méthode étant nouvelle , 
on ne sera pas supris que la plupart des démonstrations le soient 
également- 


(() Pour jnus tlo développements voir l’exposé général , page 8 et suivantes. 
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VII 

Dans la série des applications analytiques figure , en première 
ligne , une suite de théorèmes concernant la fonction ; sou accrois- 
sement et ses dérivées successives. L'un d’eux s’énonce en ces 
termes : 

L accroissement de la fonction est égal au produit de V accroisse - 
ment de la variable par la valeur moyenne de la fonction dérivée. 
On a donc , 

ày=f'(x+O l &x).AX 

c'est-à-dire 

Ay=dy-t-A,dy. 

l’indice inférieur exprimant qu’il s’agit , non de l’intervalle 
entier ax, mais seulement d’une partie de cet intervalle représentée 
par 6, ax. 

De là résulte 

* t dy=d { dy+A l d,dy 

puis 

A,d i dy=d,d i dy-{-A 1 d l d l dy 

et ainsi de suite, l’intervalle qui répond à l’indice m étant a„.x 
=*ô l ô 1 9 J ....6 m AX (')• 

Substituant et remplaçant d a d m _, d,dy par sa valeur 

ô a 0ï-'....ô a d a +'y , il vient 

Ay^y+M’y-MÎM’y-f etc. -HÏ-'C’ n cf n y]. (5) 

Telle est la formule fondamentale sur laquelle nous faisons 
reposer toutes les applications analytiques du calcul différentiel. 

Lorsque ax converge vers zéro, chacune des fractions S, , S, etc. 
converge en général vers la limite K Cette circonstance mérite d'étre 
signalée , mais ce qui paraîtra plus remarquable c'est un change- 
ment brusque de limite , résultant de l’annulation d’une ou plu- 
sieurs dérivées successives. 

La formule (5) fournit, comme conséquences immédiates , la 

théorie des maxima et minima , l’interprétation du symbole -jj-, 

et le principe qui conduit directement au théorème de Taylor , les 
variables engagées sous le signe de la fonction pouvant être en 


(l) On a pour déterminer successivement chacune des fractions 0, 
l'équation générale 




6 , , etc. 
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nombre quelconque, et le terme complémentaire sc trouvant com- 
pris entre des limites plus resserrées que celles qu’on obtient par les 
procédés ordinaires. 

Nous recommandons à l’attention du lecteur cette partie de notre 
travail pour laquelle il ne semble pas d’abord que notre conception 
présente aucun avantage particulier. S’il veut l’approfondir , peut 
être en jugera-t-il autrement. 

Les applications géométriques reposent tout entières sur la défi- 
nition de la différentielle , présentée sous deux formes distinctes. 
Ici , nulle difficulté , si ce n’en est une toutefois , pour les partisans 
de la méthode infinitésimale, que de devoir prêter un sens nouveau 
à des opérations qui leur sont déjà familières. Cette simple remar- 
que nous dispense de toute apologie. 

Sous le titre , applications générales , nous avons indiqué com- 
ment l’on peut résoudre , à notre point de vue , les questions de 
géométrie élémentaire pour lesquelles on procède en général par la 
réduction à l’absurde. Ce complément nous a paru offrir quelque 
intérêt. Quant aux exemples par lesquels nous terminons, nous 
n’avons voulu ni les choisir (t) , ni les multiplier. Quels qu'ils 
soient, ils suffisent pour oter tout prétexte à l’emploi des infiniment 
petits , et mettre en évidence le véritable rôle assigné au calcul 
différentiel dans toutes les applications de ce genre. 

Lorsqu’on aura reconnu que là, où certaines grandeurs variables 
concourent à la production d’un phénomène , l’équation différen- 
tielle n’intervient que comme expression directe et purement algé- 
brique des effets qui répondent à une détermination quelconque de 
ces grandeurs supposées constantes , on concevra pourquoi cette 
équation s’établit avec tant de facilité, pourquoi aussi , la question 
ne cessant pas d’être en réalité complexe , les difficultés qui lui sont 
inhérentes se trouvent transportées dans l'intégration. 


(l) Voir le résumé des leçons d’analyse données à l’école Polytechnique, par 
B. Xavier. 
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Principes fondamentaux de l'analyse transcendante. 




Constater, s'il en est besoin , l'insuffisance des méthodes générale- 
ment adoptées pour les développements de l’analyse transcendante ; 
présenter ensuite une conception abstraite, exemple des inconvénients 
signalés dans l'emploi des méthodes ordinaires et réunissant néan- 
moins leurs principaux avantages , tel est le but que nous nous 
proposons en publiant cet essai. 

Parmi les conceptions sur lesquelles se fonde en général l'analyse 
transcendante , il en est trois que nous devons distinguer. C’est à 
Leibnitz , Newton et Lagrange que la science en est plus particu- 
lièrement redevable. D’autres conceptions se sont produites à di- 
verses époques, mais, comparées à celles que nous avons en vue, 
elles n’en sont que des modifications secondaires et elles n’exigent 
point de notre part un examen spécial (*). 

Conception de Leibnitz. La conception de Leibnitz, lorsqu’on lui 
donne toute l’extension quelle comporte , consiste essentiellement 
dans la considération simultanée de divers ordres de grandeurs 
numériques , les quantités d’un même ordre quelconque restant 
toujours comparables cntr’elles , mais étant infiniment petites 
ou infiniment grandes par rapport à toute quantité d'un ordre 
différent. A ce point de vue Y accroissement d’une grandeur conli- 
nuement variable ne commence pas par être une quantité finie de 
l’ordre de celles que l’on considère en géométrie et en algèbre : il 
est d'abord infiniment petit et , dans cet état , il prend le nom de 
différentielle. Si la grandeur est exprimée par y—f(x) f à chaque 
accroissement fini Ax répond un accroissement également fini Ay. 
Il en est de même des accroissements infiniment petits et h la diffé- 


(l) Pour plus de détails consulter l’ouvrage de Carnot sur la métaphysique du 
calcul infinitésimal , U; cours de philosophie positive de M. Auguste Comte, tome 1 , 
page 223 et suivantes , le Cartésianisme par il. Bo: da>-D itiio diu. 
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rentielle dx répond la différentielle dy. Infiniment petite par rapport 
àAx, la différentielle rfxest infiniment grande par rapport à dx l - 
Delà les infiniment petits du second ordre , puis ceux du troisième 
représentés par dx 3 et ainsi de suite à l'infini. Quant à la différen- 
ciation , elle ne s’applique pas seulement aux quantités finies : elle 
s’étend aux infiniment petits eux-mémes , et la différentielle d.d....dy 
—d°y est du même ordre que dx“. 

Le principe fondamental de la méthode des infiniment petits 
est le suivant : 

Deux quantités d’un ordre quelconque sont rigoureusement égales, 
lorsque leur différence est infiniment petite d’un ordre supérieur. 

Il suit de là que les infiniment petits d'un même ordre satisfont à 
trois conditions : 1° Ils sont comparables entr’eux à la manière des 
quantités finies; 2° ils s’évanouissent devant loutcquantilé d’un ordre 
inférieur ; 3° ils annulent devant eux toute quantité d’un ordre supé- 
rieur. Néanmoins si les infiniment petits de l’ordre n sont pris en 
nombre infiniment grand , leur somme est de l’ordre n — 1 . La gran- 
deur exprimée par cette somme est, ainsi qu’on le voit, décompo- 
6able en infiniment petits de l’ordre n. Delà le nom d’éléments que 
prennent aussi les différentielles. 

Ce simple aperçu suffit pour mettre en évidence le vice radical 
que présente , au point de vue logique , la conception des infiniment 
petits. Comment concevoir en effet que la différence Ax , supposée 
continuement décroissante puisse, avant d'être nulle , cesser d’être 
fi nP ' 

L’illusion , dans laquelle sont tombés les partisans des infiniment 
petits , serait difficilement explicable , si l’on ne tenait compte du 
prestige que peut exercer sur les esprits une méthode éminemment 
simple et féconde- Aujourd’hui la plupart des géomètres rejètent 
ce qu’il y a de contradictoire dans la conception des quantités infi- 
nitésimales.. Ils s’efforcent cependant de conserver en partie les 
avantages que présente la méthode fondée sur celte conception. 

Carnot appelle quantité infiniment petite , toute quantité qui est 
considérée comme continuellement décroissante , tellement quelle 
puisse être rendue aussi petite que l’on veut , sans quon soit obligé 
pour cela de faire varier celles dont on cherche la relation (î). 


fl Réflexion/* fur la métaphysique du calcul infinitésimal , page 10. 
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Suivant MM. Poinsot et Cauchy, un infiniment petit n'est qu'une 
quantité variable, qui a zéro pour limite, qui peut décroître indéfi- 
niment sans s’arrêter à une valeur appréciable , une quantité qui » 
prise isolément , peut être conçue plus petite que toute quantité 
donnée (i). 

En admettant ces définitions l'on reconnaît immédialcmentqu’elles 
s’appliquent aux différences finies tout aussi bien qu’aux différen- 
tielles proprement dites. On objectera peut-être que les différences 
ne prennent le nom de différentielles qu’en parvenant à un certain 
degré de petitesse , à partir duquel elles ne font d’ailleurs que dé- 
croître encore. Mais comment serait-il possible d'établir ainsi une 
ligne de démarcation entre les différences ordinaires et les différen- 
tielles ? les unes et les autres peuvent être prises aussi petites que 
l’on veut, mais elles n’en demeurent pas moins ce quelles sont 
respectivement , des différences ou des différentielles- 

Quel que soit au reste le mérite de ces définitions l’on retrouve 
dans le système quelles servent h fonder les infiniment petits de 
tous les ordres et l’on démontre aisément que , si des infiniment 
petits d’ordres différents figurent ensemble dans une même équa- 
tion , chaque groupe comprenant les infiniment petits d’un même 
ordre est nul séparément. Delà résulte le théorème que nous avons 
rappelé ci-dessus comme constituant le principe fondamental de la 
méthode des infiniment petits. Considérons en elles mêmes quelques 
règles particulières dérivant de ce principe. En voici d’abord une : 
Deux quantités finies qui ne diffèrent entr'elles que d'une quantité 
infiniment petite sont rigoureusement égales. 

Convient-il , dans une science éminemment positive et d’une 
exactitude absolue, de poser une règle dont les termes impliquent 
contradiction ? 

En voici une seconde. 

Lorsque V accroissement de la variable est infiniment petit la 
différence de la fonction est égale à la différentielle. 

Celte règle donne lieu à la même observation que la précédente. 
On sait en effet que la différence et la différentielle sont toujours 
égales, ou généralement inégales , indépendamment de toute valeur 
particulière, grande ou petite. 


(l) Leçon» du calcul diflercutiel , par M. i*al>bé )Io?gno, Introduction page 25. 
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Qu’on’ne se méprenne point sur la portée de nos objections , nous 
ne contestons point l'exactitude définitive des résultats auxquels on 
peut être conduit par l’application des règles précédentes. Ce sont 
ces règles que nous attaquons , parce que leur énoncé manque de 
rigueur et qu'il seprèleà défaussés interprétations. Veut-on traduire 
ces énoncés et leur rendre leur signification réelle? tout devient 
rigoureux , mais on rentre dans les méthodes purement algébriques 
et l’on perd les avantages que l’on a particulièrement en vue dans 
l’emploi des infiniment petits. 

Nous avons supposé tout à l’heure une équation dans laquelle 
figuraient ensemble plusieurs groupes d’infiniment petits appar- 
tenant à des ordres différents. La présence simultanée de plu- 
sieurs de ces groupes dans une même équation , accuse l’imper- 
fection des moyens employés pour la traduction du problème à 
résoudre. On ne peut contester que chaque groupe distinct soit nul 
séparément, mais celte propriété subsiste indépendamment du 
moyen indirect à l’aide duquel on la constate. S'il faut une démons- 
tration pour l’établir , c’est qu’il y a insuffisance dans les notions 
qu’on possède et dont on fait usage. 

Prétendre que les infiniment petits constituent des ordres parti- 
culiers de grandeurs , c’est , selon nous , les réduire à des êtres 
purement chimériques. Envisage-t-on différemment les quantités 
infinitésimales? elles ne sont plus en réalité que des grandeurs 
algébriques ordinaires. Pourquoi rompre alors l’unité des sciences 
mathématiques et laisser subsister ensemble des règles contradic- 
toires ? Nous admettons qu’il en résulte certaines facilités de calcul. 
Nous admettons en outre que l’exactitude des résultats definitifs 
n’en est point altérée. Néanmoins la rigueur du langage disparaît et 
c’est là plus qu’un inconvénient , c’est un danger réel. Ne faut-il pas 
en effet que la forme elle-même puisse être mise à l’abri de toute 
objection sérieuse , et , s’il n’en est pas ainsi , comment affirmer que 
le fonds demeure inattaquable? 

Quoiqu’il en soit, il ne s’agit pas ici d’une question nouvelle et , 
si nous prenons pour point de départ les opinions généralement 
établies , nous pouvons nous borner à les résumer de la manière 
suivante : 

L’existence réelle des infiniment petits est inadmissible. 

L’emploi des quantités dites infiniment petites , peut être utile 
comme moyen d’investigation , mais il ne constitue point une 
méthode vraiment algébrique, et il n’est susceptible de devenir 


Digitized by Google 



fondamentaux de l'analyse transcendante. * r > 

rigoureux qu'en perdant l’avantage qu’il offre d’être commode et 
expéditif. 

Conception de Newton. L’analyse transcendante, telle que Newton 
la conçue, peut être présentée sous plusieurs formes différentes. 
Nous distinguerons en particulier la méthode des premières et der- 
nières raisons ou en d’autres termes , la méthode des limites. 

Lorsque l’on considère le rapport de l’accroissement de la fonc- 
tion à l’accroissement de la variable , et qu’on fait converger vers 
zéro les deux termes de ce rapport , on remarque que le rapport 
converge en même temps vers une valeur déterminée. C’est cette 
valeur qui prend le nom de première et dernière raison ou celui de 
limite. En général elle est exprimée par une fonction particulière 
de la variable. On prouve d’ailleurs que cette fonction dérive de la 
fonction donnée , toutes deux s’impliquant l’une l'autre- 

Cela posé , l’on conçoit qu’au lieu d’opérer directement sur cer- 
taines quantités variables , l'on puisse employer comme auxiliaires 
les limites de leurs accroissements. D’un autre côté une même 
détermination est susceptible de s’appliquer , comme limite , aux 
accroissements de grandeurs essentiellement différentes. On peut 
donc aussi choisir parmi ces grandeurs celles qui offrent le plus 
de facilité pour le but qu’on se propose , et la substitution des unes 
aux autres devient une des ressources les plus précieuses du calcul 
des limites. Tel est au point de vue qui nous occupe , l’esprit général 
de l’analyse transcendante. 

L’idée de limites , bien que remarquable par sa netteté et sa jus- 
tesse , est peut être une idée étrangère, dont les théories analytiques 
devraient rester indépendantes. Telle était la pensée de Lagrange. 
Néanmoins la méthode fondée sur cette conception nous paraît 
purement algébrique, et si nous la disons insuflisaote, c’est à 
raison des difficultés qu’elle entraîne dans la plupart des applica- 
tions. Ces difficultés sont assez connues pour que nous n’ayons pas 
à insister sur ce point. Disons toutefois qu’on s’est efforcé de les 
atténuer en renonçant à la notation que la méthode des limites 
comporte essentiellement et en suppléant cette notation par les 
caractéristiques de la méthode infinitésimale. 

Au premier abord il ne paraît pas facile d’exprimer nettement 
ce que sont les différentielles dans la méthode des limites. Cependant 
si l’on observe que l’accroissement de la fonction se compose en 
général de deux termes , l’un égal au produit de l’accroissement de 
la variable par la fonction dérivée, l’autre, formé moins simplu- 
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ment , mais possédant la propriété de décroître indéfiniment par 
rapport au premier, à mesure que les accroissements sont supposés 
de plus en plus petits, rien n'empêche de considérer isolément la 
première partie de la différence et de lui donner le nom de diffé- 
rentielle. Dès lors la notation de Leibnitz se trouve introduite dans 
la méthode des limites , et néanmoins cette méthode demeure rigou- 
reusement exacte. 

Les différentielles étant a définies , comme nous venons de le faire , 
il reste à examiner si cette définition porte en elle quelque germe 
susceptible de développements ultérieurs. Elle est algébrique , elle 
satisfait l’esprit et le repose ; mais réduite à la simple traduction 
d'un fait qu’elle n’explique point et dont le sens échappe , elle se 
trouve à l’avance frappée de stérilité. Cependant , telle est la puis- 
sance du symbole, qu’il ne peut être adopté sans qu’il n’en résulte 
certaines simplifications de calcul. Sous ce rapport il y a avantage à 
transporter la caractéristique différentielle dans la méthode des 
limites , mais ce n'est là qu’une amélioration restreinte , et la diffi- 
culté des applications n’est pas sensiblement diminuée. 

L’adoption d’un mémo symbole établit entre la méthode des 
limites et la méthode infinitésimale une certaine confusion. Loin de 
l’éviter l’on cherche en général à la mettre à profit, le but qu’on se 
propose étant de combiner les avantages spéciaux que présente cha- 
cune des deux méthodes. Il est visible qu’une combinaison de ce 
genre peut offrir quelques facilités , mais elle paraît peu rationnelle 
et mieux vaudrait, semble-t-il, s’en tenir à une méthode unique 
au lieu d’en réunir plusieurs dans un système batard et vicieux. 

Indépendamment de la méthode des limites, il est une autre 
forme distincte sous laquelle la conception de Newton peut être 
développée. Cette forme particulière constitue le calcul des fluxions : 
elle dérive de la notion générale des vitesses , les fluxions étant les 
vitesses relatives de plusieurs accroissements simultanés, pris à 
leur origine. Dans ce calcul les fluxions jouent le rôle des différen- 
tielles : elles ont en réalité la même signification et le même symbole 
leur est applicable. 

Ici les différentielles sont nettement définies , mais c’est au moyen 
d’une idée étrangère , l’idée de la vitesse. Cette idée est simple sans 
doute , mais elle est dépourvue de la géuéralité abstraite que les 
diverses applications réclament. En certains cas elle peut être em- 
ployée directement ; en d’autres elle exige qu’on procède par voie 
d’analogie ; le plus souvent elle n’est point une aide et elle devient 
un véritable obstacle. 
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En résumé le calcul des fluxions n'est pas supérieur à la méthode 
des limites. L’avantage qu'il offre de se prêter immédiatement à la 
notation de Leibnitz est racheté par les difficultés qui naissent du 
sens restrictif attribué au symbole différentiel. A cet égard l’absence 
de toute signification précise peut être préférable à une détermina- 
tion trop particulière. Dans un cas comme dans l’autre les incon- 
vénients sont nombreux. Nous avons signalé ceux que présente la 
méthode des limites et nous avons dit qu’ils la rendaient insuffi- 
sante. La même observation subsiste pour le calcul des fluxions. 

Conception de Lagrange. La conception de Lagrange est pure- 
ment algébrique. Elle repose sur la considération de la formule 
fondamentale , 

/(*+*w(*) +«/»+r^ r(*) + -jr^r r{x)+ elc - 

Dans cette formule les dérivées successives sont impliquées l’une 
par l’autre et toutes ensemble par la fonction primitive f(x). 11 suit 
de là que les dérivées peuvent être employées comme auxiliaires , 
et la dérivation comme un artifice de calcul , analogue aux déve- 
loppements en série , mais plus général et par conséquent plus 
fécond. 

Cette conception est grande et simple. Toutefois elle a son côté 
faible et malgré les brillants travaux de Lagrange, elle reste impuis- 
sante à fonder une méthode propre aux applications. Cctto impuis- 
sance subsiste , alors même qu’on introduit le symbole différentiel 
dans le calcul des fonctions dérivées. Pour s’en rendre compte , on 
observera qu’il ne suffit point d’établir le fait d’une dépendance 
mutuelle et réciproque entre la fonction et sa dérivée. Ce qui im- 
porte pour la facilité des applications , c’est de saisir le sens de ce 
fait , et de puiser les ressources dont on a besoin dans l’interpréta- 
tion dont il est susceptible. 

On sait comment les dérivées de Lagrange coïucident avec les 
limites de Newton et comment elles se lient aux différentielles de 
Leibnitz. Les points de vue diffèrent pour chacune de ces trois 
conceptions. Quant aux quantités auxiliaires introduites dans le 
calcul , elles sont toujours les mêmes et l’on a généralement 

ax dx* 

Il n’est pas besoin , pensons nous , d’insister davantage sur les 
consiérations qui précèdent. Depuis longtemps déjà , l'opinion s’est 
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loi niée sur les avantages cl les inconvénients respectifs que présente 
chacune des trois méthodes généralement adoptées pour les déve- 
loppements de l’analyse transcendante. L’une , la plus simple de 
toutes, repose sur une conception inadmissible. Les autres ne pré- 
sentent pas ce vice radical , mais elles sont moins propres aux 
applications et tant de difficultés surgissent dans leur emploi qu’on 
renonce presque toujours à s’en servir exclusivement. La question 
se trouvant réduite à ces termes, nous croyons être en droit de 
conclure que les méthodes dont il s’agit ne réalisent point suffisam- 
ment toutes les conditions désirables. 

Exposé général d'un point de vue nouveau . Considérons d’abord 
une courbe plane , supposée continue. Soit 

!/=/■(*) 

l’équation de cette courbe et m l’un de ses points. Si l’on recherche 
comment , à partir de ce point, la continuité s’établit sur la courbe , 
l'on voit que c’est nécessairement (*) suivant une direction détermi- 
née. Cette direction prend par rapport h la courbe le nom de direc- 
tion tangentiellc ■ En général elle varie conliuuement d’un point à 
un autre, et, si rapprochées que soient les deux extrémités d’un 
arc curviligne , elle ne peut être constamment la même pour tous 
les points intermédiaires. 

Imaginons que , cessant de varier à partir du point m , la direc- 
tion tangentiellc devienne permanente. Dans cette hypothèse la 
continuité s'établit et persiste suivant une seule et même direction. 
C’est donc une droite qui se substitue k la courbe. Cette droite est 
nommée tangente. 

Soit x,y , les coordonnées du point m, et x-\- àx l’abeisse d’un 
autre point choisi comme on voudra. A l’intervalle à x répondent 
en général deux accroissements de l'ordonnée y. I.’un est relatif à 
la tangente , l'autre à la courbe. Pour les distinguer nous désigne- 
rons le premier par dy , le second par &y. 


(l) Il est une condition générale qui régit tout déplacement d'un point dans 
l'espace. Elle consiste eu ce que nul déplacement ne peut se produire f sans qu’il 
n’y ait en même temps détermination complète de la direction suivant laquelle 
il commence» Que celte direction .soit constante ou bitn qu’elle varie continu*- 
nient, elle n’eu fixe pas moins le mode d’apl es lequel la contii uilé s’établit à 
l’or ig : uc de la Ji^r.e décrite. 
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S‘agil-i! de la tangente , on a 
dy 


AX 




Cette relation demeure invariable indépendamment de toute 
valeur particulière attribuée à l'intervalle ax. La propriété qu'elle 
exprime subsiste à l 'origine même de l’accroissement dy. 

S’agit-il de la courbe, il vient 

Ay f[x+Ax)—f{x) 


AX 


AX 


A .V 


et, si petit que soit l’intervalle ax, le rapport — — • ne cesse pas de 


varier continuemcut. 


On conçoit à priori que le rapport 


A y 

AX 


doit converger vers la 


limite exprimée par -f>{x) , à mesure que ax converge vers zéro. 
Néanmoins il y a lieu d’observer que si la suite des valeurs dont 
il est susceptible se rattache par voie de continuité à la limite , 
cette limite elle môme reste en dehors de la suite. 

Transportons-nous par la pensée à l’origine des accroissements 
ax. Une loi déterminée régit la génération de ces accroisse- 
ments, alors que parlant de zéro , ils prennent tous deux naissance . 
Cela résulte de ce que l’extrémité de l’ordonnée est assujettie à rester 
sur la courhe. On voit d’ailleurs que cette loi dépend essentiellement 
de la direction suivant laquelle la continuité s’établit à partir du 
point que l’on considère. Or ce n’est point altérer la loi dont il 
s’agit que de la supposer permanente : elle a donc pour expression 

L’accroissement dy n’est, relativement à la tangente , qu’une diffé- 
rence ordinaire. Par rapport à la courbe il est dit accroissement 
différentiel et il se substitue à Y accroissement effectif &y, lorsque, 
soustraite à tout changement, la direction langentielle est supposée 
constante à partir du point m. Mais se placer dans cette hypothèse, 
c’est admettre que la loi de génération des grandeurs A y , A x persiste 
dans la détermination particulière qu elle affecte à leur origine: c’est 
dégager celle loi des modifications quelle subit dans l’intcrcaile 4 x 
et l’assujettir à se développer en demeurant permanente. Telle est 
donc aussi la siguiüealion générale qu’acquiert eu réalité la substi- 
tution du symbole différentiel à la caractéristique A . 
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En regardant la fonction comme l’ordonnée d’une courbe dont 
l'abcisse serait exprimée par la variable indépendante, nous avons 
eu pour objet de rendre plus facile à saisir notre conception fonda- 
mentale. Ce mode particulier de représentation offre à cet égard 
certains avantages, et il n’ote rien à la généralité des résultats, 
puisqu’il est susceptible de s'appliquer sans aucune exception, à 
toute fonction supposée continue. Quoi qu’il en soit, les notions 
qui précèdent ne sont point suffisamment abstraites. En s’y arrêtant, 
on s’exposerait à entraver les applications par l’interposition cons- 
tante d’une idée étrangère. Laissons donc l'image de la courbe et 
procédons plus directement. 

Etant donné la fonction continue y=f(x) , l’on en déduit 
&y=f[x+Ax)—f(x). 

Et l’on reconnaît aisément que, pour toute valeur particulière 
affectée par la variable , a y est fonction continue de Ax. 

La dépendance mutuelle, existant entre les accroissements ay.Ax, 
subsiste, sans être interrompue, jusqu'à l’origine même de ces 
accroissements. C’est donc, l’un par l’autre , qu’ils s’engendrent tous 
deux à partir de zéro. Considérons cette génération simultanée, alors 
quelle commence et observons quelle est nécessairement régie par 
une loi déterminée. La loi dont il s’agit est dite loi de génération . 
En général elle n’est pas constante quel que soit x , et son expression 
numérique dépend de la valeur que la variable affecte à l’origine 
des accroissements. 

Soit une valeur quelconque attribuée à la variable : la loi de 
génération prend une détermination particulière et l’on peut d’ail- 
leurs concevoir quelle persiste dans celte détermination. En ce cas 
certains accroissements résultent du développement continu de la 
loi , supposée permanente , et pour un même intervalle Ax , ils dif- 
fèrent en général des accroissements effectifs exprimés par Ay. De 
là la différentielle et la différence. Toutes deux sont relatives à la 
fonction : 

La différentielle est l’accroissemeut pris dans l’hypothèse où la loi 
de génération serait permanente à partir de la valeur attribuée à 
la variable. 

La différence est l’accroissement effectif. Elle ne dépend pas seu- 
lement de l’expression particulière que la loi de génération affecte 
à l’origine des accroissements : elle dépend en outre des modifica- 
tions continues que celle loi subit dans l’intervalle que l’on considère. 
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La définition de la différentielle donne immédiatement 

dy=*f'(x)\x. 

Elle s'étend d’ailleurs à tous les ordres , la différentielle de l'ordre 
n étant ce que devient la différence du même ordre , lorsqu’on sup. 
pose permanente la loi qui en régit la génération initiale. 

Tel est le sens de l’équation 

d°y=:f u [x) ax". 

Ce sont donc toujours les mêmes quantités auxiliaires qui se 
trouvent introduites dans le calcul. Quant à la méthode , nous verrons 
tout à l'heure quelle se prête aux applications avec une grande 
facilité. 

Les différentielles ne sont , comme on vient de l’établir , que des 
différences ordinaires prises dans uuc certaine hypothèse. L’équation 
différentielle exprime la génération qui répond à cette hypothèse 
pour chaque valeur attribuée à la variable. De là résulte tout une 
série d'applications. 

Le système des axes coordonnées étant rectangulaire ou oblique 
soit d’abord une courbe plane 

y-A*)* 

L’équation différentielle 

dy=f'(x 0 )dx 

est en différences ordinaires l’équation d’une ligne qui touche la 
courbe y—f[x) au point (x. ,y 0 ). Cela résulte de ce qu’en supposant 
permanente la loi de génération des grandeurs &y , Ax , l’on ne peut 
altérer la direction suivant laquelle la continuité s’établit à l’origine 
de ces accroissements. 

Considérant celte ligue et substituant aux différentielles les diffé- 
rences quelles expriment, il vient 

y -y.=f (*«)(*— *.) 

c’est-à-dire l'équation d’une droite. La ligne dont il s’agit est donc 
la tangente elle— même. 

Soit ensuite une courbe quelconque dans l’espace 

x=<P(.z) 
y— -K*) 

les mêmes considérations donnent pour les équations de la tangente 
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nu point [x a ,y 0 ,z 0 ) 

dx =0' (z„}dz 
d'J=P'{= a )dz 

c’est-à-dire 

x — •(*—*.) . 

y— yo=-V[z,)’[z — =«) 

Tout accroissement effectif pris par rapport à la tangente, est 
accroissement différentiel par rapport à la courbe. Si donc on 
désigne par s la longueur d’un arc mesuré sur la courbe et par a, 
(i , v les angles que la tangente fait avec les axes coordonnés supposés 
rectangulaires il vient en vertu des propriétés de la droite. 

ds—y/' dx*-\-dy* -\-dz' 
dx 

cos a = — ■ — 

as 



as 


dz 

COS 7= — — 

as 

Ainsi définie , la tangente fixe relativement à la courbe et pour 
le point que I on considère la direction suivant laquelle la continuité 
s’établit. S’il y a déplacement d’un point sur la courbe , c’est en 
suivant cette direction que le point arrive à la position qu’il occupe : 
c'est aussi suivant celte môme direction qu’il en sort. 

Dans la méthode des limites on définit la tangente la limite des 
sécantes. Dans la méthode des fonctions dérivées la tangente est 
une droite , telle qu’entr’elle et la courbe on n’en peut mener aucune 
autre. Ces définitions ne montrent pas pourquoi c’est suivant la 
tangente à la courbe qu’il décrit que s’échappe un point matériel , 
lorsqu'on le soustrait tout à coup aux actions qui le sollicitent. Il 
n’en est pas de même de notre définition ; elle pénètre plus avant 
dans l’essence de la courbe et elle ne pèche pas par défaut de rigueur 
comme celle qui sc fonde sur la considération des infiniment petits. 

Soit encore une surface 

u=F(a:,y,z)-=0 

et sur cette surface un point quelconque (t 0 , y„ , z„). Il est un lieu 
géométrique déterminé par l’ensemble infini des directions suivant 
lesquelles à partir de ce point il y a continuité par la surface. Quel- 
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que soil ce lieu , il reste le même, lorsque, supposant permanente 
la loi de génération des grandeurs a x,AyAz, l’on substitue à la 
surface donnée, celle qui a pour équation aux différences ordinaires. 


c’est-à-dire 


du, 

at„ 




dz=0 


, \ du q , , du . du a 

{x—x 0 ) — — +(y-y.)—— + (fi—*.) — 
a.r 0 Ay, a Zq 


- 0 . 


Or cette équation appartient à un plan. Elle exprime donc le lieu 
géométrique lui-même. On le nomme plan tangent. 

Considérons tant de courbes qu’on voudra tracées sur la surface 
et passant par le point de contact du plan tangent. A partir de ce 
point la continuité s'établit sur chaque courbe suivant la direction 
fournie par la tangente. Lieu géométrique de ces directions , le plan 
tangent contient toutes les tangentes. 

Soit, pour dernier exemple , la détermination du rayon de cour- 
bure dans les courbes planes. 

Lorsque la continuité s’établit sur une courbe , c’est d’abord 
suivant une direction déterminée- Si cette direction persistait, la 
ligne engendrée serait droite. En général la direction ne persiste pas 
et elle varie avec continuité. De là nait la courbure : elle résulte 
des modifications continues subies par la direction langentiellc. 

Soit a l’anglo qu'une tangente quelconque à la courbe y=f[x) 
fait avec l'une des abscisses. On a généralement 


a=arc. tang. f\x). 


Quant à l’équation différentielle 


f"M 

1+/W) 


elle s’applique à la génération simultanée des accroissements angu- 
laire et arcuel. Prise à son origine , la génération de ces accroisse- 
ments est régie par une loi déterminée. L’équation différentielle 
répond au développement de cette loi , supposée permanente , et elle 
exprime , en différences ordinaires, l’équation de la ligue qui résulte 
de ce développement. 

Considérant cette ligne et substituant les différences aux diffé- 
11 . 20 
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rcnticlles , il vient 


A*) 


AS 


rw 

(i+rwT 


Cons 1 '. 


En ce cas deux arcs quelconques , égaux en longueur , sont 
toujours superposables. La courbure est donc uniforme et la ligue 
engendrée une circonférence de cercle ayant pour rayon 

_ (l +/>.)’)• 

9 rw 

Le cercle ainsi déterminé a en tous ses points même courbure que 
la courbe donnée au point que l'on considère. On le nomme cercle 
osculateur et son rayon rayon de courbure. En général la courbure 
de la courbe varie d’un point à un autre. Dans tous les cas elle est 

mesurée par le rapport et le changement de direction , pris à 

P 

son origine , s'effectue sur la courbe de la même manière qu’en un 
point quelconque du cercle osculateur. Ajoutons , comme corollaire : 

Lorsque plusieurs courbes ont en uu point commun même tan- 
gente et qu’en outre les dérivées du second ordre affectent même 
valeur particulière, ces courbes ont en ce point même courbure. 

Cette conséquence peut s’établir directement. En effet pour une 
même valeur quelconque de la dérivée f\x „) la courbure est com- 
plètement déterminée par la loi de génération 

dfXx)=f"(x Q ).dx. 

S’il s’agissait d’une courbe à doubc courbure : on observerait, 
1° que la 2“* courbure nait des modifications continues que subit 
incessamment le plan de 1” courbure ; 2° que , supposer permanentes 
à partir d’un point quelconque les lois qui déterminent en ce point 
les deux courbures , c’est substituer une hélice à la courbe que l’on 
considère. Cette hélice est dite hélice osculatricc : elle est pour les 
courbes à double courbure , ce que le cercle osculateur est pour les 
courbes planes. 

On voit, d’après ces exemples , quels avantages particuliers résul- 
tent du sens nouveau attribué au symbole différentiel. Que l’on 
compare les solutions précédentes à celles que fournissent en géné- 
ral les méthodes ordinaires , et l’on devra convenir que , sans avoir 
rien perdu sous le double rapport de la facilité des déductions et de 
la rigueur algébrique , nous sommes parvenus à acquérir des notions 
plus précises et plus approfondies. Toutefois nous avons à peine 
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indiqué l’extension que comporte notre conception fondamentale. 
Un principe en dérive sur lequel l’application de l’analyse trans- 
cendante aux questions de géométrie et de mécanique se fonde 
généralement. Cherchons à mettre ce principe en évidence. 

Un posant 1 équation 

dy—f'(x)dx. 

l’on exprime ce que devient , à partir d’un état quelconque de la 
variable , l’accroissement de la fonction , lorsque la grandeur , 
représentée en nombre par f'(x ) , se trouve soustraite aux change- 
ments qu’elle subit dans l’intervalle dx et assujettie à conserver 
dans cet intervalle la valeur numérique qu'elle affecte à l’origine. 
De là résulte le principe suivant : 

Étant donné une génération quelconque , à laquelle concourt 
une grandeur représentée numériquement par c , si , pour chaque 
valeur constante affectée par cette grandeur , l’on a 

a y=cax. (1) 

l’on peut en conclure immédiatement, pour toute génération qui 
ne diffère de la précédente qu’en ce que la grandeur c devient con— 
tinuement variable 

dy = cdx. (2) 

En effet l'équation (2), où l’on a par hypothèse c—(p(x), s’applique 
avec le sens de l’équation (1) à la suite coutinue des valeurs expri- 
mées par (p(x). Elle n’est donc , par rapport à cette suite , que la 
traduction littérale et V expression complète, de la propriété qui 
subsiste en vertu de l’équation (1) où c est constant, mais supposé 
quelconque. 

En d’autres termes , il est manifeste, au point de vue algébrique, 
que les équations (1) et (2) sont impliquées l’une par l’autre , 
lequalion (2) n’étant autre chose que l’énoncé direct et explicite 
de la condition relative aux diverses valeurs que peut prendre la 
constante c, condition implicitement renfermée dans l’équation (I). 

Le principe que nous venons d’établir est une conséquence im- 
médiate de nos premières définitions , conséquence aussi simple 
qu’elle est rigoureuse. Il nous paraît d’ailleurs que ce principe a 
une grande portée et une haute importance. 

Concevons que l’on se propose d’exprimer une loi par la traduc- 
tion algébrique des effets qui répondent à son développement 
continu. 
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Essai sur les principes 
En général, certaines grandeurs, connues à priori, concourent 
h la génération des effets qu’il s'agit de calculer, et c’est parce que 
ces grandeurs varient, c’est parce que leurs expressions numéri- 
ques changent incessamment, que le problème à résoudre est rendu 
difficile. Ce point admis, la question se trouverait singulièrement 
simpliüéc s’ il suffisait de la traiter directement pour le cas où ( le 
inode de génération restant le même) les grandeurs dont il s’agit 
cesseraient de varier numériquement et conserveraient une valeur 
quelconque toujours constante. Le problème est-il convenablement 
résolu dans cette hypothèse , et veut-on restituer aux quantités , 
supposées quelconques mais constantes, leur caractère de variabi- 
lité continue , il suffit de substituer aux différences ordinaires les 
différentielles qui leur correspondent. Cela fait , et par cela seul, 
l’on obtient la solution cherchée pour le cas général. On voit ainsi 
d’où vient la puissance de l’analyse différentielle Elle résulte essen- 
tiellement de ce que , dans certaine classe de problèmes , les équa- 
tions aux différences ordinaires établies pour les cas les plus sim- 
ples , ne sont pas plus tôt transformées en équations différentielles , 
quelles deviennent immédiatement applicables aux cas plus com- 
pliqués que l'on a principalement en vue et que l’on ne saurait 
aborder directement par tout autre méthode. Cette extension si 
remarquable des moyens bornés dont dispose l’analyse ordinaire , 
se distingue peut être moins encore par sa puissance, que par sa 
simplicité. Quelques exemples permettront d’apprécier l’une et 
l’autre, (t) 

Soit une courbe engendrée par un point qui sc meut dans l’espace. 
Une grandeur variable concourt à celle génération , et , pour chaque 
position du point générateur , elle dépend de la direction suivant 
laquelle s’effectue le déplacement initial. Supposons d’abord cette 
direction quelconque, mais constante: la ligne engendrée sera 
droite et si l’on désigne par a , (5 , y les angles quelle fait avec les 
axes coordonnés, il viendra quels que soient ces angles 

ax = cos a. as. 

Aÿ=cos/S.a s. 

ajs=cos v.as. 


(i) Nous pourrions reproduire ici chacun des exemples traités dans la l r * série 
d’.pplications. les déductions et les calculs seraient tout aussi simples, la mardis 
seule paraîtrait peut cire un peu moins naturelle. 
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Suppose-t-on maintenant les angles continuement variables d'une 
position à une autre , il suffit de changer la caractéristique : il vient 
donc en ce cas 

dx—cos a.ds 
dy— cos fi.ds 
dz= cos y. ds. 

La courbe se trouve déterminée par les équations différentielles 


on a d'ailleurs 


dx— 


dy 


COS a . 

— dz 

cos y 

cos H , 

dz 

cos ï 


dx 1 -\-dy* -\-dz* . 

Soit un volume V engendré par le mouvement d’une aire plane 
qui se transporte parallèlement à elle-même, en changeant de gran- 
deur. Imaginons qne l'aire a soit constante et prenons l’axe des z 
normal à son plan. Nous aurons donc cette hypothèse 

aY=mAs. 


De là résulte pour le cas où l’aire a varie continuement 

dX =udz- 


Soit encore un mobile animé d'une vitesse « continuement varia- 
ble avec le temps l. Supposons d'abord cette vitesse quelconque , 
mais constante. Si nous désignons par c l’espace parcouru , nous 
aurons en ce cas 

AC=UA<. 


Or celte équation subsiste quelle que soit la vitesse pourvu quelle 
demeure constante. La vitesse ne peut donc êlre continuement 
variable sans qu’il n'en résulte immédiatement 

de—udt. 

On trouverait de même 

mdu—Ydl. 

m étant la masse du mobile et F l’action tangenlielle sollicitante. 

Soit enfin P le poids d’un corps de densité variable : m étant un 
point choisi comme on voudra dans l’intérieur du corps cl ax, Ay t A; 
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les côtés d’un parallélépipède rectangle aboutissant à ce point , 
nous désignerons en général par a» le poids de chacun des solides 
que nous aurons à considérer successivement. 

Si nous supposons d'abord que la valeur , affectée au point m 
par la densité p, demeure invariable à partir de ce point, nous 
aurons pour le parallélépipède 


Aco*=p&x ày axî 

De là résulte pour le cas où la densité supposée constante dans 
chaque section parallèle au plan des xy est néanmoins continucment 
variable le long de l’ordonnée quelconque z. 


Aw= Ax Ay j p 


dio=p\x Ay dz. 

et par conséquent 

f pdz. 

fl 1 , y) 

r (*,!/) 

Suppose-t-on maintenant que l’intégrale / pdz varie avec y 

f(* iï) 

dans l’intervalle Ay, l’on a immédiatement 

F(*,y) 

du=AX dy j pdz, 

J f(*,y) 

En ce cas Aa devient le poids d’un cylindre ayant pour hauteur 
ax, pour base la section faite par le point *n perpendiculairement 
à l’axe des a:, pour densité celle qui répond à chaque point du corps 
dans la section dont il s’agit , cette densité étant d’ailleurs supposée 
constante dans le sens des a: et constamment variable dans celui des 
x et des y. On a ainsi 

j,[x) ' ï(*,y) 


ACO 


= ax I dy j pdz. 
J *(*) J f[x,y) 


La double intégrale est elle à son tour supposée continucment 
variable avec x dans l’intervalle aj; , il vient 

rt») ss F(*,y) 

dw=dx 

l 

*(i) 


m s>nx, 
dx ( dy I pdz ; 

J *(.,) J /(x,y) 
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et l’on trouve pour le poids cherché 



S il s’agissait du moment de ce poids par rapport au plan des xy, 
il suffirait de remplacer p par pz dans l’expression précédente. 

Nous ne multiplierons pas d’avantage les applications. Celles qui 
précèdent suffisent et la lumière qui jaillit de ce simple aperçu 
nous paraît devoir frapper tout esprit attentif. 

En résumé , lorsqu’on veut dans les méthodes ordinaires , expri- 
mer une génération quelconque à l’aide de l’équation différentielle 

dy=.udx (1) 

1 on part de la propriété qui subsiste en vertu de l’équation fonda- 
mentale 

Ay=fc4£ (2) 

dans laquelle a est par hypothèse une quantité constante. Puis sup- 
posant cette grandeur variable , on a recours à des moyens plus 
ou moins simples , plus ou moins rigoureux , pour démontrer l’exis- 
tence de l’équation différentielle. A notre point de vue toute démons- 
tration particulière est surabondante. Il n’y a point d’intermédiaire 
entre l 'équation aux différences (2) et l'équation différentielle (1) 
qui la généralise. Toutes deux subsistent nécessairement ensemble, 
et passer de l’une à l’autre , c'est changer la forme de l’expression , 
mais non pas le sens exprimé. Ce parallèle établit en faveur de 
notre méthode un avantage marqué. Il ne parait pas d’ailleurs 
qu’on puisse arriver au but par une voie plus facile et plus directe* 
En effet tout se réduit à saisir dans l’équation différentielle sa véri- 
table signification. 

Dans la méthode des limites , les deux termes du rapport — 

&x 

s’annulant , ce sont les accroissements eux-mêmes qui s’anéantissent 
et non pas seulement un facteur compris dans leur expression ana- 
lytique. Il semble donc que le symbole de l’indétermination ne doit 
pas disparaître. Cependant , parmi les valeurs en nombre infini que 
comporte en général toute grandeur indéterminée , il en est une ici 
qui se distingue et s’isole, parce quelle exprime la limite vers 
laquelle le rapport converge , alors que ses deux termes tendent à 
la fois vers zéro. C’est celle valeur que l’on considère. Elle n’appar- 
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AU 

lient pas à la suite des valeurs que le rapport- — — peut prendre 


effectivement , niais elle s’y rattache par voie de continuité, et cela 
suffit pour fonder la méthode. Partant, si l’on veut, de la même 
donnée, nous ajoutons : 

Pris à leur origine , les accroissements aj /, ax s’engendrent l’un 
par l’autre suivant une loi déterminée. Cette loi peut être constante 
ou bien continuement variable. Est-elle constante , il en est de 


Al/ 

même du rapport ■ — : — . Varie-t-elle 


au cuuuaiif, 


complique des effets produits par cette variation continue. 

En général , si l’on resserre indéfiniment l’intervalle Axct que l’on 
considère les termes du rapport qui proviennent des modifications 
que la loi de génération subit dans cet intervalle, il est clair que 
leur expression numérique doit diminuer de plus en plus et tendre 
vers zéro. Quant au rapport lui-même , il converge vers une cer- 
taine limite. Cette limite exprime la valeur que le rapport tend à 
prendre à l’origine des accroissements , c’est-à-dire la valeur qu’il 
prendrait effectivement , et qu’il conserverait pour un intervalle 
quelconque, si la loi de génération se trouvait soustraite à tout 
changement et qu elle se développât en restant permanente. 

L'on voit ainsi pourquoi subsiste le fait fondamental de la 
méthode des limites, quelle est sa signification, et comment les 
limites elles-mêmes déterminent pour chaque valeur particulière 
affectée par la variable le rapport constant des accroissements diffé- 
rentiels. 


Dans la méthode des infiniment petits , l’on pose 


dy=f'(x).dx- 

et l’on regarde les différentielles comme n’étant autre chose que les 
différences effectives parvenues à un certain degré de ténuité. Mais 
tant qu’il s’agit de ces différences, on a exactement 

Ay=f’(x-\-6\x)-tiX— [f'(x} J r f'(x+ÛAx) — f'(x)\ ax— 
[f'(x)+A,f\x)]\X. 

Ce n’est donc qu’en faisant abstraction du terme A,f'(x) que l’on 
passe en réalité des différences aux différentielles. 

En vain supposera-t-on l’intervalle ax aussi petit qu’on voudra, 
la différence a ,f'[x) ne peut être constamment nulle dans cet inter- 
valle à moins qu’elle ne le soit en même temps pour uu intervalle 
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quelconque. C'est donc indépendamment de la considération des infi- 
niment petits que la suppression dont il sagit s’effectue. Elle a lieu 
parce que cessant d’envisager les accroissements effectifs , et pre- 
nant à leur place les accroissements différentiels , ce qu’on voit 
dans la dérivée f\x) , ce n’est plus une fonction de a, mais une 
quantité constante , déterminée par la valeur particulière attribuée 
à la variable. Dès lors, la différence a,/» s’annule rigoureusement 
quelque soit l’intervalle a*, et la différentielle dy répond au déve- 
loppement de la loi de génération supposée permanente. 

Lorsqu’on supprime a ,f\x) dans le binôme f(x)+ l’on 

retranche de l’accroissement effectif Ay tout ce qui provient des 
changements subis par la dérivée f\x). Opérer ainsi , c’est évidem- 
ment dégager l’accroissement différentiel dy. Mais comment recon- 
naître avec certitude dans le développement de l’accroissement a y 
la différence a, f(x) qui doit en être soustraite ? Telle est, en cas 
de doute , la question à résoudre , et c’est alors qu’intervient 
comme auxiliaire , la considération des quantités prétendues infi- 
niment petites. Si l’on compare entr’eux les termes du développe- 
ment , l’on remarque qu’ils se partagent en deux groupes essen- 
tiellement distincts. Les uns répondent à la dérivée f[x) , les autres 
à la différence A ,/'(*) , et ceux-ci sont tels qu’ils décroissent indé- 
finiment par rapport aux premiers à mesure que a* converge vers 
zéro. La propriété que nous venons de signaler est tout-à-fait°carac- 
térislique. Elle offre un moyen sûr de distinguer chaque groupe . et 
par conséquent de dégager l'accroissement différentiel par la sup- 
pression des termes reconnus parties constitutives de la différence 
A,/' , (x). II est permis sans doute de recourir à un artifice de calcul 
pour saisir dans l'équation aux différences ordinaires , l’expression 
de la loi de génération. Toutefois, il faut se garder d’attribuer un 
sens inexact aux opérations que l’on exécute, et de confondre 
comme on le fait dans la méthode des infiniment petits, le rnoven 
qu’on employé avec le résultat qu’on cherche à obtenir. 

D'après cette explication générale, l’on voit que lés procédés 
suivis dans la méthode des limites et dans celle des infiniment petits 
ont pour objet réel et définitif la détermination de la loi qui ré"it 
les accroissements différentiels, ces accroissements et cette Foi 
acquerront le sens que leur donne notre déliuiliou. Nous pour- 
rions donc laisser à chacun le soin de choisir entre ces procédés et 
d’ajouter aux ressources qu’ils offrent, celles que notre point de 
vue présente, soit pour la facilité des calculs, soit pour la rigueur 
II» *1-7 


Digitized by Google 



22 Essai sur les principes 

des déductions. Mais toute idée nouvelle , introduite dans un sys- 
tème déjà connu, exige nne certaine élaboration, et ce n’est pas 
sans effort que l’esprit parvient à s’en emparer de manière à la 
rendre aisément applicable. Celte considération ne nous a point 
échappé. Elle appelait de notre part une intervention plus directe. 
Puissions nous réaliser l'œuvre que nous avons entreprise et 
reconstruire avec l’élément que nous apportons , la base des mathé- 
matiques transcendantes. 
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ÉLÉMENTS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL 


23 


RÉSUMÉS AC POINT DE VCE DE LA LOI DE GÉNÉRATION. 


Exposé synthétique des principes fondamentaux. 


1) Étant donné la fonction continue y—f{x) , l’on en déduit 
ay=f(x+Ax)-f(x) 

et l’on reconnaît aisément que, pour toute valeur particulière 
attribuée à x , ay est fonction continue de ax. 

La dépendance mutuelle existant entre les accroissements Ay,Ax 
subsiste , sans être interrompue , jusqu’à l’origine môme de ces 
accroissements. C’est donc , l’un par l’autre, qu’ils s’engendrent 
à partir de zéro. Considérons cette génération simultanée, alors 
qu'elle commence et observons qu’elle est nécessairement régie par 
une loi déterminée. 

La loi , dont il s'agit , est dite loi de génération. En général elle 
n’est pas constante , quel que soit x , et son expression numérique 
varie continuement (i). L’accroissement \y peut donc être regardé 
comme dépendant à la fois , 

1 0 De la loi de génération supposée permanente à partir de la 
valeur particulière attribuée à la variable. 

2° Des modifications continues que celte loi subit dans l’inter- 
valle AX. 

Concevons qae la loi de génération se développe, en conservant 
la détermination qu’elle affecte à l’origine des accroissements que 
l’on considère. Pris dans cette hypothèse, l’accroissement de la 
grandeur y ne dépend plus des modifications que la loi de géné- 
ration subit en réalité et, pour un même intervalle quelconque ax, 
il diffère en général de l’accroissement effectif, exprimé par A y. 
L’on nomme différentielles les accroissements qui répondent au 
développement continu de la loi de génération , supposée perma- 


(i) Pour plus de développements voit l’cxpo*é ghiérul pa^e 8 it suivantes. 
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nente à partir de la valeur particulière attribuée à la variable, et 
pour les distinguer des différences ordinaires on leur applique une 
notation spéciale consistant dans la snbstilulion de la caractéristi- 
que d à la caractéristique a. 

2) Ces conventions admises , cherchons quelle est généralement ~ 
la forme de la loi de génération. , 

Cette loi est constante , ou bien elle est continuement variable. 
Supposons d’abord qu’elle soit constante , indépendamment de toute 
valeur attribuée à x. En ce cas l’on a évidemment comme consé- 
quence des premières définitions 

Ay=dy 

et puisque , par hypothèse , dj est indépendant de x , il en est de 
même de Ay. 

La différence Ay ne dépendant que de ax , considérons une suite 
quelconque d’intervalles respectivement égaux à ax • A chacun de 
ces intervalles répond une même différence Ay. Si donc les inter- 
valles sont au nombre de n , et tels que l'on ait toujours nax=a , 
la différence totale f{x J r a) — f(.x)—b , a pour expression nAy , et il 
vient, quel que soit », c’est-à-dire quel que soit ax 

nAx ax a 

11 suit de là que la loi de génération ne peut être constante dans 
la fonction y, sans que l’on ait en même temps, 

dy=Ay=cAx. 

Or Ay=y—y', ax=x — ad il vient donc en substituant 
y—y r =c(x—x') 
ou désignant par c' la constante y' — ex' 

y=cx-\-c' 

Réciproquement si la fonction est linéaire, c'est-à-dire de la 
forme y=cx+c', la loi de génération est constante et a pour 
expression 

dy=\y~cAX 

Il est clair en effet que la relation Ay=*cAx subsiste à l’origine 
même de tout accroissement. 

3) Supposons maintenant la loi de génération continuement varia- 
ble et observons que , pour chaque valeur attribuée à x , elle prend 
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une détermination particulière. Soit x=x’ : la loi de génération, 
supposée permanente à partir de x^od, a pour expression 

dy=<p(x\àx) 

Considérée en elle même, la différentielle dy n’est qu’une diffé- 
rence ordinaire , prise dans l’hypothèse d’une loi de génération 
constante. Le résultat obtenu tout à l'heure s’applique à cette dif- 
férence. On a donc 

dlJ—Q(x',\x)=CAX. 

Remarquons ici que c ne peut être une constante absolue , puis- 
que par hypothèse la loi de génération varie dans la fonction y. 
Toutefois il reste démontré que la quantité c est indépendante de 
ax. Sa valeur dépend donc essentiellement de la valeur x r attribuée 
à la variable , et comme ces deux valeurs sont nécessairement déter- 
minées ensemble, il en résulte que c est une fonction de x. Cette 
fonction prend par rapport à la fonction primitive le nom de fonc- 
tion dérivée. En la désignant ainsi et en la représentant par le 
signe de la fonction affecté d'un indice , on la distingue et en même 
temps l’on rappelle son origine. 

Comme conséquence de ces déductions , il vient 

c=f'[x) 

et il est établi que la loi de génération se présente eu général sous 
la forme 

dy=f[x) ax. 

4) Pour compléter ces notions fondamentales il nous reste à 
montrer comment la fonction dérivée peut être déduite de la fonc- 
tion primitive. Soit 

■V/ f[x-\-Ax)—f(x) 

AX AX 

Si l’on remplace ax par ax+i, et que l’on retranche la première 
valeur de la seconde , on a pour différence 

f(x-\- \x+l)—f(x) f(x + Ax)—f(x) f(x-\-AX+î}—f(X+Ax) 

Ax+i AX AX+i 

t f(x + Ax)—f(x) 

AX-j-l AX 

Or , quel que soit ax , l’on peut toujours prendre la quantité t 
assez petite pour que cette différence soit moindre que toute gran- 
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deur donnée; la continuité du rapport -^—subsiste donc jusqu a 

l’origine même des accroissements. 

De là et de. ce qui précède dérivent les principes suivants : 

1°. Lorsque la loi de génération se développe en demeurant cons- 

Ay 

tante , le rapport - — est constant , indépendamment de toute va- 

leur attribuée à Ax. Varie-t-elle au contraire , le rapport devient 
continuemcnt variable. 

2°. Si le rapport - varie dans l'intervalle Ax, c’est par suite 


des modifications que la loi de génération subit dans cet intervalle. 
Il y a continuité dans les changements successifs qui résultent de 
ces modifications. 

3°. S’agit-il d’abord de la loi de génération , considérée indé- 
pendamment des variations quelle éprouve et supposée permanente 
à partir de l’origine des accroissements; la partie du rapport qui 
répond à cette hypothèse demeure invariable , quel que soit Ax. 
S'agit-il ensuite des modifications que cette loi subit dans l’inter- 
valle Ax , la partie du rapport qui dépend de ces modifications varie 
continuement avec Ax , et elle peut être rendue moindre que toute 
grandeur donnée , en prenant Ax suffisamment petit- 


A y 

Cela posé , concevons que Ax converge vers zéro. Le rapport 


converge en même temps vers une certaine valeur déterminée, et 
il eu approche indéfiniment , sans toutefois pouvoir jamais l’attein- 
dre. Cette valeur est celle que le rapport prendrait effectivement et 
qui subsisterait constante pour un intervalle quelconque , si la loi de 
génération se trouvait soustraite aux modifications quelle subit , et 
quelle se développât en restant permanente à partir de l’origine des 
accroissements. Mais, dans cette hypothèse, la différentielle se subs- 
titue à la différence et la valeur dont il s’agit a pour expression 


ÈL 

Ax 




On voit donc que , sauf le cas des fonctions linéaires , l'on a tou- 
jours et nécessairement 


*7 

Ax 


=/»- 
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>i dépendant de Ax et décroissant indéfiniment à mesure que Ax 
converge vers zéro. 

En résumé la fonction y, supposée continue , est ou non linéaire. 

Dans le premier cas, il vient 

>7=0. /■'(£) = Cons te =c. dy^=Ay=cAx. 

Ay 

Dans le second , le rapport — — se compose essentiellement de 

Ax 

deux parties distinctes , l’une indépendante do Ax et c’est la dérivée 
f\x ) , l’autre dépendante de cet accroissement et celle-ci converge 
vers zéro en même temps que Ax. La décomposition du rapport en 
ces deux parties étant supposée faite, l’on en déduit immédiate- 
ment l’expression générale de la loi de génération , 

dy=f'(x)Ax 

Le procédé de décomposition analytique que nous venons d’in- 
diquer n’est pas le seul auquel on puisse recourir pour la recherche 
de la fonction dérivée. Quelquefois la loi de génération peut être 
immédiatement saisie , et alors il suffit de la considérer dans son 
développement continu, pour obtenir, directement et sans calcul 
intermédiaire, l’équation différentielle qui lui sert d’expression. 

5) On démontre aisément que la fonction dérivée f\x) déter- 
mine implicitement l’accroissement effectif Ay.On peut d'ailleurs le 
reconnaître à priori. En effet, de quoi dépend la différence Ay , 
sinon de l’expression particulière que la loi de génération prend à 
l’origine des accroissements que l’on considère et en outre des 
modifications successives qu’elle subit dans l’intervalle Ax. Or c’est 
précisément l’équation différentielle qui fixe chacune des détermi- 
nations que la loi de génération affecte successivement dans un 
intervalle quelconque. On voit donc que les deux relations dy= 
f'[x) Ax , Ay=f(x+Ax) — f(x) , peuvent et doivent se suppléer mu- 
tuellement. 


Règles générales de la différenciation. 

6) Soit en premier lieu 


et en même temps 


y-fix) 


*-F(e) 


Les lois qui régissent la génération de Ay par Ax et de Ax par Av 
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sont respectivement 

dx= F'(t’)vü. 

S'agit— il maintenant de la loi à laquelle obéissent les grandeurs 
Ay et Au lorsqu’elles s’engendrent l’une par l’autre à partir de zéro, 
l’on a 

Ay=*(f’(x)+>f)Ax 
Ax~ (F' (v)-j-V) Au 

et par suite 

Ay— [f ' (*) -I- v] [F' («) + /] Au 

Or les quantités ? et vJ sont toutes deux indéfiniment décrois- 
santes à mesure que Ax converge vers zéro , il vient donc 
dy=. f'(x)-¥'[v)'Av=sf'(x)'dx. 

Dans cet exemple y est en même temps fonction de x et fonction 
de fonction de v. A la différence A y répondent deux lois de généra- 
tion. L’une de ces lois est relative à l’accroissement Ax , l’autre à 
l’accroissement Au. Pour passer de la première à la seconde il suffit , 
comme on vient de le voir , de remplacer Ax par dx. Delà résulte 
une règle générale qu’il convenait d’éclaircir mais qu’il était d'ail- 
leurs facile d’établir à priori. En effet , lorsque l'on considère iso- 
lément chacune des équations différentielles 

dy=f\x)Ax. (1) 

tir= F'(u)Au (2) 

l'on voit que Ax et dx sont tout-à-fait arbitraires , on peut donc 
adopter pour Ax dans la première de ces équations la valeur que 
dx prend dans la seconde , et écrire en conséquence 

dy=f(x)dx. (3) 

Sous cette forme l’équation (3) conserve le sens de l’équation (1) 
et en outre elle est susceptible de se combiner directement avec 
l’équation (2) , de manière à acquérir un sens nouveau. 

On aurait de même en supposant v fonction d’une quatrième 
variable 

dx=F'(t>)de (4) 

et ainsi de suite les équations (3) , (4) , etc. subsistant toutes 
ensemble. 

7) Lorsqu’il existe entre n variables [n — I) relations, chaque 
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variable peut être considérée comme fonction de l’une quelconque 
des autres. Dans chacun des couples qu'on peut ainsi former , la 
variable , prise pour fonction , a une différentielle particulière. Si 
ces différentielles sont toutes prises par rapport à une seule et 
même variable , celle-ci est dite variable indépendante et chaque 
différentielle se trouve déterminée. 

Le choix de la variable indépendante est tout-à-fait arbitraire. 
Néanmoins et pour plus de généralité, il convient habituellement 
d’introduire , par la pensée , une variable que l’on n'exprime point 
et de la prendre pour variable indépendante , en la supposant liée, 
par telle relation qu’on voudra , à l’une quelconque des variables 
sur lesquelles on opère explicitement. Dans ce système , les calculs 
offrent plus de symétrie , et ils se prêtent en outre à toute déter- 
mination ultérieure de la variable indépendante. Veut-on , par 
exemple, que v, l’une des variables considérées comme fontions 
de la variable u non exprimée devienne variable indépendante. 
Pouvant disposer de la fonction arbitraire v=<p[u ) , on imaginera 
quelle est de la forme 

v — U 

ou plus généralement 

v~cu-{-c' 

et comme il en résulte 

At>=di> 

il suffira de substituer à la différentielle de , la différènee An qui 
lui est égale. 

Dorénavant nous supposerons toujours que la variable indépen- 
dante reste inexprimée et nous écrirons en conséquence , 

dy—f'[x)dx. 

Quant aux fonctions dérivées nous les représenterons indifférem- 
ment , soit par le signe de la fonction primitive affecté d’indices 
convenables, soit par le symbole d'une expression fractionnaire 
ayant pour numérateur la différentielle de la fraction et pour déno- 
minateur la différence de la variable que l'on a en vue dans la déter- 
mination de la dérivée. 

8) Soit en second lieu 

y=F(»,u) 

v et u étant par hypothèse deux fonctions de x , il en résulte 
II. 28 
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implicitement 

!/=/» 

et ce que nous nous proposons de déterminer c’est la dérivée 
On a d’abord 

Aÿ = F(o-f- AU,U-f- Au) — F ( V -f AV, U ) -f-F (o + Ao,u) — F(ü,m) . 
c’est-à-dire 

Ay = Au[F' q (»+ a»,u) +y] + 4 »[F , v (t>,«)-f-)f '] 
d'un autre côté 

F'„(l> + AV,u) = F' a (o,u) -|-Æ. Al) 

donc déjà 

A ÿ=[“- +» +*a»]au4-[-^- 

AU AV 

niais d’autre part 

/ du 

au=[ •4-/ , \Ar 

^ AX J 

/ dv 

Av—( J-t )Aa; 

v ax / 

il vient donc en substituant 

. r dy du dy dv .i 

Ay=Ax| — — 1 — Ltl 

L AU AX , AV Ar J 

§ représentant un ensemble de termes qui dépendent de Ax et 
convergent vers zéro en même temps que cet accroissement. Delà 
résulte 

, dy du dy dv 

dy= — - — -Ax-I — Ax 

AU ax AO Ax 


ou enfin et plus simplement 

dy=-^~ - du -] — — ‘dv. 

AU AV 

La différentielle dy prend ici le nom de différentielle totale. On 
donne d’ailleurs celui de différentielle partielle à chacune des 

expressions -~-4u , — —‘dv. Si l’on différencie la fonction F(t>,u), 

AU Al) \ 9 t 
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en supposant v constant l’on a pour résultat , 

dy 


31 


Au 


• du 


si c’est au contraire u qui cesse d’être regardé comme variable , il 
vient 



I.a différentielle totale s'obtient donc en faisant la somme des 
différentielles partielles correspondantes à chacune de ces deux 
hypothèses. 

Si l’on avait 


!/=<?(*>«.») 

on trouverait de même 


3 At AU AV 


et ainsi de suite , quel que soit le nombre des variables. 

9) La règle générale que nous venons d’établir conduit pour les 
cas les plus simples h des règles particulières dont nous nous bor- 
nerons à présenter le résultat. Ainsi désignant par a (<) une cons- 
tante et par y ,v ,u des variables 

y =a±« donne dy=dtdv 

y<=av — dy=ado 

y=u±v — dy=du±dv 

y=uv — dÿ=ut/u-f vdu. 


Différenciation des fonctions élémentaires et des fonctions 

composées. 

10) La différenciation des fonctions composées, quelles quelles 
soient , peut toujours se ramener à la différenciation des fonctions 
élémentaires. Il convient donc de s’occuper d'abord de celles-ci. 
Les fonctions élémentaires sont les suivantes : 

1° La fonction algébrique x a , m étant une constante quelconque. 
2° La fonction Log x et l’exponentielle a * qui lui correspond , 


(i) Pour ÿ=«, Ay=Cous’*=0, donc Jij=zAij—0. 
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a étant un nombre qnelconque positif et représentant la base du 
système que l’on considère. 

3° Les fonctions circulaires sin * , cos x. 

11) Soit la fonction algébrique 

y=X m 

il vient 

3 

Or a y est nécessairement de la forme Ax[f'[x)-\->}]. Telle est 

donc aussi la forme du facteur (l-4 — )" — 1 ; mais, dans ce 

x 

facteur, Ax est inséparable du dénominateur x et réciproquement. 
On a donc 

+ = (M+,). 

X X 

M étant une constante particulière , fonction de m , et i une quan- 
tité indéfiniment décroissante avec ax. 

Substituant l’on trouve 

\y = [M + *ear=t fp(m ) ' Ax. 
et l’on en déduit 

dy—<p{m).x m ~‘dx (1) 

La forme de la fonction <p restant à déterminer nous poserons 

a+i=m (2) 

puis, appliquant la formule (1) et le procédé du N° 9 à la différen- 
ciation du produit x a -x b =x m , 

dy = [$(«) +4\6)]æ“- ‘ dx (S) 

Les différentielles (1) et (3) sont nécessairement identiques. Il 
vient donc 

<P(a)+m=0H (4) 

et cette équation de condition subsiste quels que soient a et b. 

Considérons m comme- constant , et différencions les équations 
(2) et (4) , nous aurons 

da-\-db—0 

<p'[a)da+V(.b)db = 0 
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et par suite 
ou posant i = 0 

0'(m)= <p'(0)==cons‘*. 

Delà résulte , conformément au principe établi N“ (2) 
(p[m)=cm+d 

Or si l’on pose m=l dans l’équation différentielle (1) , et é=0 
dans l'équation de condition (4) , l’on en déduit immédiatement 

«1)-1 

4>(p)— o. 

On a donc c=l , c'=0 et il vient simplement 

Cp[m)=m. 

En résumé,»» étant quelconque, positif ou négatif, entier ou 
fractionnaire , rationnel ou irrationnel , l'on a constamment 

dx m —rnx m ~'.dx. 

12) Soit la fonction y=Log. x et la fonction y=*=a’, a étant la 
base du système dans lequel Log. x est écrit. 

Considérant d’abord la première de ces fonctions , l’on a 

Ay =Log.(l+-^) 

et l'on en conclut comme au numéro précédent 
ay = — — — — (c-f"*?) 

X 

c étant une fonction de a. Pela résulte , 



La constante c dépendant de la base du système dans lequel on 
suppose écrit Log. x , imaginons cette base choisie de manière à ce 
que l’on ait c=l. En ce cas la base est représentée par le nombre e , 
et les logarithmes sont dits logarithmes Népériens. Adoptant pour 
ces logarithmes la caractéristique log. il vient 

dy—d. log. x= —~ • 
x 
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el comme on a généralement 


l’on en déduit 


1 lOîT OC 

Log. ^ = log. x. Log. e 

lojj. a ° ° 


dx 

d Log- x — Log. e. 


Soit maintenant la fonction 


il vient 


y~ a * 


*=Log. y 

et d’après ce qui précède 

dx = — — Log. e 

y 

d’où remplaçant y par o' et Log.e par — î — , 

log. o 

da I =o». log .a.dx. 

Nous verrons plus loin comment on détermine la valeur de la 
quantité e , base du système des logarithmes Népériens. 

13) Soit en dernier lieu les fonctions circulaires y=sinx, 
y = cos x. 

Soit AB un arc quelconque représenté par x et BC son sinus j 
( fig. (1) ). Prise à son origine , la génération simultanée des diffé- 
rences ax , A sinx , A cos x. dépend de la loi qui régit le déplace- 
ment initial du point B sur la circonférence. Supposer cette loi 
permanente, c’est évidemment substituer à l’arc BM la tangente 
BE , et aux accroissements effectifs Ax, a sin x, a cos x, les accrois- 
sements différentiels ,dx,dsiax,d cos x. Or , si d’un point quel- 
conque E pris sur la tangente , on abaisse une perpendiculaire sur 
le rayon OA , et que par le point B l’on mène BF parallèle à ce 
rayon , l’on a dans le triangle rectangle BEF 

EF=BE cos x- 


Mais BE=dr, EF=dsinx, il vient donc en substituant, 
dsinx*— cos x.dx. 

On trouverait de même 

BF=BEsin x 
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c( à raison de BF=— dcosx. 

d cos x= — sin x-dx. 

S agit-il de la fonction circulaire inverse 
y=arc sinx 

De là résulte 

x=siny 

et par conséquent 

dx=cosy- dy 

il vient donc en substituant 

dx 


35 


dy*=d arc sinx= 


on a de même 


da rc cos x • 


|/l-s 

dx 


|/l-x* 

on remarquera que pour x=0 

d sin x=dx 
d cosx=0 
rfarc sinx=rfx 
d arc cosx= — dx. 

14) Si nous passons maintenant des fonctions élémentaires aux 
onctions composées , il nous sera facile de différencier celles-ci à 
la.de des résultats précédents, combinés avec les règles que nous 
avons établies aux n 0 ’ 6 et 8. 1 

Quelques exemples suffiront pour indiquer la marche à suivre 
en général. 

Soit d’abord 


l’on a 


ÿ— (Iog. sin x m )f > 


%=p(log. sin log.sin x“=,,(log. d sinx ' 


sin x 1 


,m\p. I 


Soit encore 


cosx m 

sinx® 


SIIl x 


■ cfr-’.^m^Iog. sin x n y-* cot. x m .x m - ’.dx. 


y = **log. sinx 
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s étant une fonction de x. Il vient 

cfy==log. sin x[sx‘~ Vx-j-xMog. x.dx]-[-x l c ot. x.dx. 

Différentielles des ordres supérieurs. 

15) Reprenons l'équation différentielle 

dy=f’{x)Lx (1) 

Dans laquelle x est par hypothèse variable indépendante. Rap- 
pelons nous d’ailleurs que l'accroissement Ax est entièrement arbi- 
traire et susceptible d’une détermination quelconque, positive ou 
négative. 

Lorsque dans l’équation (1) l’on attribue à x une valeur parti- 
culière, cette équation fournit l’expression correspondante de la 
loi de génération , et c’est ainsi que l’on peut obtenir successive- 
ment toutes les déterminations que cette loi comporte. Dans cha- 
cune de ces déterminations , les accroissements dy , ax restent 
toujours variables , tandis que la dérivée f'[x ) n’y figure jamais que 
comme quantité constante. 

Admeton au contraire que la variable engagée sous le signe do 
la fonction reste indéterminée , il est visible qu’une pareille hypo- 
thèse ne peut avoir pour objet que la comparaison des expressions 
diverses, successivement affectées par la loi de génération. En ce 
cas l’on est naturellement conduit à prendre , pour terme commun 
de comparaison , l’effet qui résulte du développement continu de 
cette loi, lorsqu’on la suppose permanente dans un certain inter- 
valle. Or, cet effet, exprimé par dy , dépend à la fois de f'[x) et 
de Ax. On voit donc que , pour donner à la comparaison dont il 
s’agit un sens précis et une signification réelle , il faut nécessaire- 
ment attribuer à l’intervalle Ax une valeur quelconque, toujours 
constante. 

Cela posé , Ax étant quelconque mais constant , l’accroissement 
dy ne dépend plus que de x , et il constitue une nouvelle fonction 
qui peut être différenciée , comme l’a été la première. On a alors 
en désignant par a,x la valeur attribuée à ax 

dy=f'[x)A t * 

et l’on en déduit par la différenciation 

d.dy =["[*) a, x.ax. 
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Observons que la loi ainsi exprimée est celle qui régit la généra- 
tion de la différence a. rfy. Elle est susceptible , comme on le voit , 
d autant de déterminations particulières que la dérivée seconde f"[x) 
comporte de valeurs distinctes. On peut donc appliquer à cette géné- 
ration les considérations développées ci-dessus , et si l’on se propose 
d étudier la loi nouvelle dans ses diverses expressions , il faudra , 
comme toul-à-1 heure , attribuer à la différence ax une seule et 
même valeur quelconque , toujours constante. Dès lors on est con- 
duit à différencier de nouveau et l’on trouve 

d-d-dy=f'"(x)A l x.A x x.Ax. 

Les mêmes raisonnements , toujours répétés , permettraient de 
poursuivre indéfiniment ces différenciations successives. 

Les accroissements A,x , a x x , a 3 x , etc., restant arbitraires , bien 
qu'ils soient supposés constants, il nous est permis pour plus de 
simplicité de les prendre tous égaux à Ax. En ce cas , si nous rappe- 
lons par un indice le nombre de différenciations effectuées, nous 
aurons en général pour expression de la loi qui régit la génération 
de la différence à.d*~'y 

d'd'- , y = d'y*=f*[x)Ax " 
ou ce qui revient au même 


rf/"-‘(x)=rf. 


rf "-*ÿ 

Ax a ~‘ 


=f*(x.Ax. 


1 6) Les notions qui précèdent peuvent suffire en ce qui concerno 
la définition des différentielles des ordres supérieurs. Cependant 
elles ne donnent point une idée précise de ce que sont ces diffé- 
rentielles par rapport aux différences du même ordre qui leur cor- 
respondent, et, ne fut-ce que par ce motif, il ne sera pas sans 
utilité d établir directement , pour une différentielle d’un ordre quel- 
conque , 1 interprétation dont elle est immédiatement susceptible. 

A cet effet nous remarquerons d’abord que si l'on désigne par « 
une fonction particulière de x et Ax , supposée telle que , quelque 
soit x, cette fonction décroisse indéfiniment, à mesure que A* 
converge vers zéro, il en résulte nécessairement 


le binôme 
II. 


A* = AX.[-^L +*] 
des 

— constituant en général une fonction de même 

29 
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nature que la fonction», c’cst-à-dirc , indéfiniment décroissante 

à mesure que Ax converge vers zéro. 

Pour démontrer celte proposition, considérons Ax comme cons- 
tant et remplaçons x par x+Aîx ; a. deviendra «i et nous aurons 

^ +.] 


— »=A \x\- 


AjX 


dcc 

AiX 


étant indépendant de Ajr, et »? indéfiniment décroissant à me- 
sure que AiX est supposé de plus en plus petit. Or, quelque soit x,cc 
décroit indéfiniment avec Ax. Donc quelque soit AjX , le binôme 

est indéfiniment décroissant avec Ax. Mais — — ne dépend 

A'x 


dcc 


AiX 

pas de AiX, tandis que »? , s’il n’est pas toujours nul, en dépend 
nécessairement. Le binôme ne peut donc être indéfiniment décrois- 
sant avec ax , qu’aulant que chacun de ses deux termes jouit res- 
pectivement de cette propriété. 

Cela posé, si l’on observe que »? décroît sans cesse avec AiX , 
tandis que en est indépendant , il est manifeste que l’hypo- 

AiX 

. , «£* 

thèse AiX=AX n’altère en rien la propriété que possèdent »? ct-^-— 

de décroître indéfiniment à mesure que Ax converge vers zéro. De 
là résulte 

dcc 


A oc 


=Ax[- 


AX 


f] 


dcc 


»? étant en général une fonction de même nature 


le binôme 

Ax 

que la fonction a. 

Soit maintenant 

Ay=Ax[f'[x)+ct,] 

L’accroissement Ax étant quelconque, mais constant, l’on aura 
pour la différence du second ordre 

A*y=A x*[H*)+$+-~ +*.] 


ou plus simplement 


A l y = Ax*[f"[x)+cc t ] 
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étant une fonction du genre de celles que nous avons désignées 
par a . , a. 

On trouverait de même pour la différence du 3“' ordre 

et en général pour une différence quelconque de l'ordre » 

A”y = Aæ“ [ Z"” (a;) -j- «»] • 

A n t/ 

Le rapport — étant pris à son origine , on voit qu’il est indé- 

ÀX 

pendant de Ax , et qu’en général il varie continuement avec x. C’est 
donc, l'un par l’autre et suivant une loi déterminée , que les gran- 
deurs A°v et Ax u s’engendrent à partir de zéro. La loi , dont il s’agit, 
est nommée loi de génération de l’ordre n. Lorsqu'on la suppose 
permanente , à partir de la valeur attribuée à la variable , certains 
accroissements répondent à son développement et en général ,pour 
une même valeur quelconque de l’intervalle Ax , ils diffèrent des 
accroissements effectifs exprimés par A "y. L’on conserve le nom de 
différentielles aux accroissements pris dans cette hypothèse , et pour 
les distinguer des différences du même ordre , qui leur correspon- 
dent , on substitue la caractéristique d à la caractéristique A. L’on 
a ainsi 

d"y=f*[x) ax" 

Celte loi ne peut d’ailleurs être permanente dans la fonction 
donnée sans que l’on ait en même temps. 

d°y—A a y, f n (x)=CoüS l °. , 

17) Les différentielles d'un ordre quelconque étant ainsi définies, 
l’on remarque que si l’on attribue à Ax une valeur quelconque , 
toujours constante , il vient immédiatement 
d.dy=f n {x)\x* 
d.d.dy=f"\x)Lx l 


on a donc 


d’y—d-dy 

d 3 y=d’d-dy 


et ainsi de suite à l’infini , le symbole d"y acqucrrant une nouvelle 
signification et exprimant , si l’on veut , le résultat de n différencia- 
tions surccssives. 
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18} Les considérations qui nous ont guidé dans la détermination 
du sens à attacher au symbole d°y montrent suffisamment que les 
différentielles des ordres supérieurs ne peuvent correspondre en 
général qu’à l’accroissement, supposé constant, de la variable indé- 
pendante. Lorsqu’on opère en même temps sur plusieurs fonctions 
d’une même variable , il est permis de prendre pour accroissement 
de cette variable une valeur quelconque , toujours constante ; mais 
dès lors , à moins que les fonctions dont il s'agit ne soient linéaires, 
leurs accroissements différentiels dépendent à la fois de la variable 
et de son accroissement. Si donc cet accroissement est supposé cons- 
tant , chaque différentielle devient fonction de la variable indépen- 
dante, et nulle ne peut être considérée comme constante, lorsque 
les autres varient conlinucment. Il suit de là que les différentielles 
des ordres supérieurs se rapportent nécessairement à la variable 
indépendante. Toutefois , s’il s'agissait d’une fonction qui fût liée à 
cette variable par une équation linéaire , la différentielle de cette 
fonction devenant constante en même temps que l’accroissement de 
la variable, il est clair qu'on pourrait substituer l’une à l’autre 
dans les différenciations successives. 

Pour éclaircir ce point et fixer les idées, prenons l'équation 
différentielle 

Jy—f'[x)dx 

et supposons d’abord que la variable indépendante ne soit pas expri- 
mée. Si l’accroissement attribué à la variable indépendante est 
constant, quelqu’il soit d’ailleurs, les différentielles deviennent 
des fonctions de cette variable. On a donc en différenciant une 
seconde fois et opérant sur f(x),dx comme sur le produit de deux 
facteurs 


d'y — f"(x)dx 1 + f’ {x)d'x 

on aurait de même [dy ,d‘y ,dx t d'x , étant toujours fonction de 
la variable indépendante). 

d'y =/• 1 " 1 \x)dx'-\-3f"(x)dx. d'x. +f'(x)d'x. 

et ainsi de suite. Il est d’ailleurs évident que si l’on représente par 

I/=F (z) 
x=cp[z) 

les relations qui font dépendre a; et y de la variable indépendante 
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z , nou exprimée jusqu’ici , l'on a conformément à ce qui précède 


dy=F'(x)Az 
d*y=F"(z)A;ï* 
d 3 y=F’"(«)A2 1 


d 3 x=4 l "(z)Ax i 


Suppose-t-on maintenant que l’équation a:=0(a) soit linéaire, 
c’est-à-dire de la forme 

x=cz-j-c' 

il vient 

dx—cAx=Ax 

et généralement , pour tous les ordres supérieurs au premier 

d*x~0. 

En ce cas , à la différence constante cAz correspond la différen- 
tielle également constante dx=^Ax—c&s—. Il est donc indifférent 
de substituer l’une à l'autre et suivant que l’on considère la géné- 
ration de la différence A"y comme s’effectuant , à partir de zéro , 
soit par Az tt , soit par Ar“, l'on peut poser 

d"y= F ”(z)Aï° = c°f\x)Az* 
ou 


A ij»® 

d'y=p‘[x)Ax°=^T\z) — - . 

c“ 

19) x étant variable indépendante et y fonction de x [yt=f{x)) 
l’on a généralement 

d°y=f°{x)àx* 

et l’on en déduit 



la dérivée ayant pour valeur le rapport de la différentielle d'y à la 
différence Aa:". 11 n’en serait pas de même si la variable x était dé- 

d a ij 

pendante. Néanmoins l’on peut encore conserver le symbole — — 

AX * 

pour expression de la dérivée ['(v). Seulement, il faut observer 
alors que, malgré sou apparence fractionnaire, ce symbole cons- 
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titue un tout indivisible , le numérateur indiquant la fonction et 
l’ordre de la dérivée que l’on considère , le dénominateur la variable 
par rapport à laquelle la dérivation s’effectue. 

La convention que nous venons d’établir est généralement adop- 
tée , mais avec une modification consistant en ce que l’on substitue 
le signe d au signe a , et que l’on écrit en conséquence 



Pour nous j les expressions de la forme — formeront toujours 

un tout indivisible. Quant à celles de la forme — pour éviter 

la confusion qui résulte de leur emploi, nous n’y verrons jamais 
qu’un quotient et c’est ainsi que nous poserons 




étant un symbole et ■ ^ — le rapport de deux différentielles. 
Ax dx 

Lorsque x est variable indépendante, l’on a dx=^x et il vient 
conformément à ce qui précède 



(ï) 


La variable x est elle au contraire dépendante , l’équation (1) ne 
subsiste en général que pour le cas particulier où l’on pose n=l. 
Veut-on alors effectuer ce qu’on appelle le changement de la varia- 
ble indépendante , c’est-à-dire déterminer quelles substitutions 
doivent être faites dans des formules où figurent les dérivées suc- 
cessives f'[x) , f"(x) , etc. , on remarquera que l’on a toujours x 
étant ou non variable dépendante 


or , de là résulte 


/"<*) = 


df\x)_ 

dx 



) 


dx 


dxd}y — dyd’x 
(L? 
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on trouverait de môme 


f"\x) 


dx 


et ainsi de suite. 


Extension des règles précédentes aux fondions implicites 
et aux fonctions de plusieurs variables indépendantes. 


20) Soit z une fonction quelconque de deux variables x et y. 
L’on a pour expressions symboliques des dérivées successives , 

dz d'z 

1° Dans l'hypothèse de y constant ■ _ ■ , — — , etc. 


2* Dans l’hypothèse de A constant 


Ax 

dz 


Ax 1 
d'z 


, etc. 


MJ Aÿ 

Opère-t-on maintenant sur chacune de ces dérivées comme sur 
la fonction primitive , on est naturellement conduit à adopter pour 

„ , d'z d'z 

expressions symboliques des opérations effectuées , ,ctc. 

x j Ay ax 

le nombre des dérivations étant toujours marqués par l’indice supé- 
rieur et leur ordre successif, ainsi que les variables auxquelles 
elles se rapportent , par les signes inférieurs. 

Ces conventions admises , il convient d’abord de rechercher si , 
toutes choses égales d'ailleurs , l’ordre , dans lequel les dérivations 
se font successivement , influe ou non sur le résultat définitif. 
Posons à cet effet 


x=F(x,y) 

et traitant y comme une constante , prenons la différence par 
rapport à x ; nous aurons en ce cas 

F(*+Ax,y)— Y[x t y)=Ax[^~ .+j:J 

a étant en général ou nul, ou indéfiniment décroissant avec A.r, 
quels que soient d’ailleurs x et y. 

Remplaçons, dans a, y par y+Ay , il viendra 

Ax^Ay[-~+ >1 ] 

Or quelque soitAy, a<* est, par hypothèse, indéfiniment décrois- 
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dcc 

sant avec ax , il en est donc de même du binôme V't- 1* su,t 

de là que si l’on prend la différence de la fonction [F(*+Ax,y) 
— F(*,y)] , par rapport à y et eu considérant x comme constant , 
il vient 

d'z 

F(* + t>x,y+Ay)—Y( x ,y+ Ay) —F (® fax, y) + F^,y)=Ay.Ax.—— - 
-4-6-1 — ! — -f * ] =Ay.Ax[ d * - +0] 

l’ensemble des termes représentés par 6 , étant ou nul ou indéfini- 
ment décroissant à mesure que les accroissements ax , ay , con- 
vergent tous deux vers zéro. 

Observons ici que le premier membre de la dernière équation 
resterait évidemment le même , si , intervertissant l’ordre des opé- 
rations, l’on supposait la première différence prise par rapport à 
y, et la deuxième par rapport à x. Mais en ce cas, le second mem- 
bre deviendrait 



d'z 

MJ.AX 



le terme 6 < étant, comme le terme 0 , ou nul , ou indéfiniment dé- 
croissant lorsque Ax et Ay sont supposés de plus en plus petits. 
L’on a donc 


d'z 


d'z 


et puisque les dérivées 


AyAj; AzAy 

d'z d'z 


g — e' 


sont indépendantes des ac- 


Mjax AX\y 

croissemenls Ayzx , tandis que la différence o — ®' est ou nulle, ou 
susceptible de décroître indéfiniment à mesure que ces accroisse- 
ments convergent vers zéro, il en résulte nécessairement 0=0' et 


d'z d'z 

AyAx AxAÿ 


La condition exprimée par cette équation s’étend d’clle-méme à 
des cas de plus en plus compliqués. En effet l’on a d'abord 


d'z d'z d'z 

Ax’ay AxAyAe AyAx» 
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on aurait de même pour le cas de trois variables 

d 3 z _ d’z d 3 z d 3 z d 3 z d 3 z 

Ax.Ay.An AxAuAy AUAxAy AUAyAX AyAUAX AyAxAu 

et ainsi de suite de proche en proche. 

Donc , en principe général : Quelque soit l’ordre dans lequel on 
effectue plusieurs dérivations successives , si l’ordre seul change et 
que toutes choses soient égales d'ailleurs , le résultat définitif reste 
toujours le même. 

21) Étant donné 1 équation 

z=°f(x,y,v,u, etc.) 

dans laquelle les variables sont en nombre quelconque , il pourra 
se présenter deux cas , suivant que cette équation subsistera seule ou 
avec un certain nombre d’autres. Dans tous les cas, lors même qu’il 
y aurait autant d’éqnations que de variables moins une, nous intro- 
duirons par la pensée une nouvelle variable , qui sera pour nous la 
variable indépendante , et afin que toutes les autres en deviennent 
fonction , nous concevrons au besoin une ou plusieurs relations 
arbitraires que nous n’exprimerons pas, aussi longtemps que nous 
le jugerons convenable , et dont pourtant il nous sera toujours per- 
mis de disposer. Ce simple artifice nous sera d’un grand secours. 
Soit d’abord 


x=¥[x,y) 

Si nous différencions une première fois [y et x étant supposés 
fonctions de la variable indépendante non exprimée) , nous aurons 

rfz=-^- ,dx-\ — -— dy 

a* Ay 

puis , différenciant de nouveau et observant que les dérivées par- 
tielles dépendent en général des fonctions x , et y, tandis 

ax Ay 

que les différentielles dx, dy sont simplement fonction de la variable 
indépendante 

d l z= -^ ~ rfx* + 2-^ — rfr.rfy.-j- — -Ç- dy 1 - 1 rf’-H d’y. 

Ax 1 AxAy Ay 3 J AX A y 

En continuant de la même manière , on obtiendrait successive- 
ment les différentielles de tous les ordres. Il nous suffira d'avoir 
II. 30 
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indiqué la marche des opérations , les calculs à faire n'offrant 

aucune difficulté. ( 1 ) 

22) Suppposons maintenant qu’il s’agisse d’une fonction implicite 
F(x,y)=0 

ou si l’on veut 

F(z,y)=Cons". 

Pour passer du cas général , traité ci-dessus , au cas particulier 
dont il s’agit , nous poserons 

Æ=Cons'“. 


De la résulte d"z—0 et les équations du n” 21 deviennent res- 
pectivement , 

/]* ihi 

( 1 ) 


ds 


d'x- 


ds , du , 

dx - 1 dy — O 

AX A1J 

dz „ d'z , . „ d l 

dy-Y—rdx + 2 - 


■ dxdy- 


d'z 


dy'= 0 ( 2 ) 


AX Aÿ AX AXAy A y 

Quant à la variable indépendante , elle reste sous-entendue et 
liée par telle relation qu'on voudra à l’une ou l’autre des variables 
x et y. Cette circonstance permet d'appliquer les résultats obtenus 
à tous les cas possibles. Veut-on , par exemple , considérer en parti- 
culier la génération de Ay par Ax , de A ‘‘y par Ax *, etc., il suffit de 
prendre x pour variable indépendante , ou plus généralement de 
concevoir entre x et la variable indépendante non exprimée une 
relation quelconque , représentée par une équation linéaire. Dès lors 
on a «forçons 1 '., d'x= 0 et les équations (1) et (2) donnent succes- 


sivement , la première le rapport 


dy dy 


dx 


AX 


, la deuxième le rap- 


port 


d'y 


dx z 


Ax 


culs du N°. 21 le rapport 


On trouverait de même en poursuivant les cal- 
d"y d n y 


dx “ 


AX 


(4) Il psi à observei que, dans toute équation différentielle, les dérivées peuvent 
être considérées comme constantes, tandis que les différentielles , dont elles sont 
les coefficients, restent coutimiement variables et convergent toutes ensemble 
soit vers zéro, soit vers l’infini. l)’un autre côté, toute diilercnticllc de l’ordre n est 
proportionnelle à la puissance n de l’accroissement arbitraire attribué à la variable 
indépendante. Si donc les différentielles sont prises pour variables (leurs coeffi- 
cients devenant des nombres) il est visible que les équations, qui les contiennent, 
ont nécessairement homogènes. 
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La marche que nous venons de suivre est tout à fait générale. 
Elle s'applique de la mémo manière à un nombre quelconque 
d’équations simultanées. On voit d’ailleurs que, si l’on a choisi 
d'avance une des variables pour variable indépendante (ce qu’on 
exprime en considérant toutes les autres comme fonctions de celle- 
ci , et annulant en ce qui la concerne toutes les différentielles des 
ordres supérieurs), il est plus simple de faire les calculs en se plaçant 
immédiatement dans celle hypothèse. 

23) Soit enfin une fonction de plusieurs variables indépendantes, 

*=/■(*,*)• 

Les équations du N° 21 sont immédiatement applicables , x et y 
étant deux fonctions arbitraires de la variable indépendante non 
exprimée. 

En général on dispose jusqu’à un certain point de ces fonctions 
arbitraires , et l’on admet qu’elles se réduisent chacune à une 
équation linéaire. En ce cas l’on a pour le premier ordre dx= cons to , 
dy= cous 1 ', et pour tous les autres ordres indistinctement d“x=0 , 
d"y= 0- 11 vient donc conformément aux résultats précédemment 
obtenus 


, dz , dz , 

dz= dx - 1 dy 

ux ay 

,, d'z , . d'z . , d 7 z , , 

d z— — rfx’-J- 2 dx.dy-\ dy 1 

AX tsXCsy ay. 


(I) 


( 2 ) 


on trouverait en poursuivant les calculs 


d’z - 


d 7 z , „ d 1 

— dx 3 -f-3 


AX 


Ax î Ay 


dc'dy+3 ■ ' I Z -- dxdi/-{- dy 7 (3) 


axa y 


A;/ 3 


et ainsi de suite, l’équation (1) étant la seule qui reste toujours la 
même , quelle que soit la nature des fonctions arbitraires x et y. 

On observera que l'hypothèse , dans laquelle nous venons de 
nous placer est restrictive. Ainsi , par exemple , s’il s’agissait d’une 
surface ayant pour équation 

~=F(x,y) 

par cela seul qu’on suppose x et y fonctions linéaires de la variable 
indépendante non exprimée, y devient fonction linéaire de x. Alors 
donc les équations (2) et (3) ne peuvent subsister que pour des 
sections planes, normales au plan des xy. 

Les mêmes considérations s’appliquent à un système quelconque 
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d’équations comprenant autant ae variables indépendantes qu'on 

voudra. 

Nota. Il importe de ne pas perdre de vue l’observation précé- 
dente. On remarquera d’ailleurs, qu’introduire par la pensée une 
variable que l’ou n’exprime point et dont on fait dépendre toutes 
les autres, au moyen de certaines relations arbitraires, ce n’est 
point en général un simple artifice auquel on soit ou non libre de 
recourir. Ce procédé est impérieusement prescrit, toutes les fois 
que le nombre des variables l’emporte de plus d'une unité sur celui 
des équations. II est le seul qui puisse , en ce cas , donner un sens 
précis aux différenciations successives. 

En résumé , quelque soit le nombre des variables sur lesquelles 
on opère explicitement , tout se réduit à considérer chacune d’elles 
comme fonction de la variable indépendante non exprimée. Dès 
lors , il n’est pas besoin d’autres règles que celles qui sont établies 
pour les cas les plus simples. Ces règles s'étendent d’elles-mémes 
aux cas les plus compliqués et nulle difficulté sérieuse ne peut surgir 
dans leur application. Quant aux fonctions arbitraires que l’on 
introduit auxiliairement et qui restent sous-entendues, l’on en 
dispose au besoin , et s’il y a d’abord indétermination , cette indé- 
termination même offre plus lard de précieuses ressources. 
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APPLICATIONS ANALYTIQUES. 

Théorèmes fondamentaux concernant la fonction, son accroissement et ses 
dérivées successives. 

24) Lemme. La fonction est croissante ou décroissante , (*) sui- 
vant que la dérivée est positive ou négative. 

Lorsque nous avons établi la relation générale 

^y=(f\x)+c)tsx 

nous avons vu que , pour toute valeur finie de la dérivée f’ (x) , la 
quantité y est indéfiniment décroissante à mesure que Ax converge 
vers zéro. Il suit de là qu'il suffit de diminuer convenablement l’in- 
tervalle Ax pour qu’en général f\x) devienne supérieur à y et donne 
son signe à la différence aij. Or, si la fonction est croissante à partir 
de la valeur y, il existe nécessairement un certain intervalle, (si 
petit d’ailleurs qu’on voudra ) , dans l’étendue duquel la différence 
A y est toujours positive. Il faut donc aussi que dans cet intervalle 
l’on ait constamment 0. On démontrerait de même que la 

fonction ne peut être décroissante sans que l’on ait en même temps 
f[x) <0,et cela pour toute l’étendue de l’intervalle où il y a dé- 
croissance. 

Concluons que le signe de la dérivée indique en général la marche 
de la fonction , la fonction étant croissante lorsque la dérivée reste 
positive , et décroissante lorsque la dérivée devient négative. 

25) Corollaire. Tant que l’on a f[x)y> ou<0, la marche de la 
fonction est uniforme, c’est-à-dire qu’arrivée en croissant ou en 
décroissant à l’état dans lequel on la considère, la fonction sort de 
cet état en continuant de croître ou de décroître. Lorsque f'[x)=0> 
il y a doute et la fonction tend à rester stationnaire. Cette tendance 
est acusée par l’expression particulière qu’affecte la loi de généra- 
tion dy=f'(x)dx=* 0 , mais elle ne peut persister , la loi dont il s’agit 
n’étant pas permanente. On sait d’ailleurs que la fonction reste 


(l) La fonction est dite croissante, lorsqu'elle croit et dccioil avec 1a variable. 
Elle est dite décroissante dans le cas culinaire. 
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variable avec x : elle croit donc ou décroît constamment dans un 
certain intervalle, mesuré à partir de Ar=0, et suivant quelle est 
croissante ou décroissante dans cet intervalle , sa dérivée , nulle à 
l’origine, commence par être positive ou négative. 

Partant de zéro, par hypothèse, la dérivée ne peut commencer 
par être positive ou négative , qu'autant qu elle est croissante ou 
décroissante. D’un autre côté elle est croissante ou décroissante sui- 
vant le signe affecté par la dérivée seconde f'\x). C’est donc à celle- 
ci qu’il faut recourir pour reconnaître la marche de la fonction. 

Soit f'ix)^ 0. En ce cas la dérivée f'(x) a une marche uniforme , 
et parvenue à zéro en croissant avec x, c’est en continuant de 
croître qu’elle s'en écarte. Elle est donc négative, puis nulle, puis 
positive en même temps que ax. Il suit de là que la différence a y 
commence par être positive en deçà comme au-delà de Ax=0. Ce 
n’est donc qu’en croissant que la valeur actuelle y peut d’abord 
changer. Par ce motif on la nomme valeur minima. 

On verrait de même que pour f"{x) <0 , la dérivée f'[x) étant de 
signe contraire à ax, la différence Ay commence par être négative 
en deçà comme au-delà de Aa:=0. Ce n’est donc qu’en décroissant 
que la valeur y peut d’abord changer. Par suite on la nomme 
valeur tnaxima. 

Soit enfin f"(x)= 0. En ce cas raisonnons sur f(x) comme nous 
l’avons fait sur y et appliquons les résultats précédents. 

A-t-on , f\x)= 0 est une valeur minima. Ay change 

de signe avec ax et la fonction est croissante. 

A-t-on f'"{x)<. 0 , /'(x)=0 est une valeur maxima et la fonction 
est décroissante. 

Soit en dernier lieu f"\x) = 0. Ce que nous venons d'établir pour 
f(x), subsiste maintenant pour f'[x) et cette dérivée est crois- 
sante ou décroissante suivant que f lv (x) est plus grand ou plus petit 
que zéro. Nous voici dès lors ramené à considérer le signe de 
f\x) comme dépendant de f n (x), de la même manière qu’il dépen- 
dait primitivement de f'[x). Les mêmes circonstances se repro- 
duisent donc périodiquement, et il est visible que la marche de la 
fonction est toujours indiquée par Je signe et le rang de la pre- 
mière des dérivées successives qui ne s’évanouit point. 

Celte dérivée est-elle de rang impair , suivant quelle est positive 
ou négative, la fonction est croissante ou décroissante. 

Est-elle de rang pair , la valeur actuelle y est une valeur mi- 
nima ou une valeur maxima suivant que la dérivée dont il s'agit 
est positive ou négative. 
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Nous montrerons plus loin comment le calcul conduit avec une 
grande facilité aux conséquences que nous venons d’établir. En atten- 
dant il nous a paru bon de procéder directement et par simples dé- 
ductions logiques. La voie du raisonnement , lorsqu’elle n’est point 
entravée d’obstacles difficiles à surmonter, offre à l’esprit un champ 
plus étendu. En la suivant, l’on voit mieux et l’on approfondit 
davantage- 

2G) lhéorème. L’ accroissement de la fonction est égal au produit 
de l accroissement de la variable par la valeur moyenne de la (onc- 
tion dérivée. 

Reprenons l’équation générale 

A y=-{f'(pc)+,)àx 

et concevons l’intervalle Ax dérivée en m parties égales. A chacune 
des divisions ainsi obtenues correspond un accroissement de la 
fonction , et cet accroissement est déterminé par les valeurs parti- 
culières que les quantités f\x) et i j affectent respectivement. L’on 
a ainsi 


A y.=[r(z)+*,] 


\x 

m 




AX 

m 


4ï ._r r (, + _fc^ L) + ,J 

Or la somme des différences successives A y lf Ay, etc. Ay„ est 
nécessairement égale à la différence totale Ay. Il vient donc , 

r'(x)+ri*+— )+ «c. +r(x+- tüü.) 

Aï=ir[ il- _2 

m 

I 9.-l-y, + etc.+iftn i 

m J 

Cela posé, et les valeurs que f'(x) peut prendre dans l’intervalle 
Ax étant, par hypothèse, toutes finies, imaginons d’abord que dans 
cet intervalle la fonction y soit toujours croissante ou toujours dé- 
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croissante. En cocas les diverses valeurs, qu’affecte f'[x) , sont toutes 
de même signe- Imaginons ensuite que la fonction soi t al ternati vemen t 
croissante et décroissante. En ce cas f'(x) ne peut changer de signe 
qu’en passant par zéro. Donc, dans tous les cas , (la continuité 
subsistant) la moyenne représentée par le terme 

ri x )+f'( x +-^-)+ etc. +f'( x ~- l ~n' iAX -) 

m 

est une quantité intermédiaire entre les valeurs extrêmes que prend 
f’(x) et par conséquent elle se réduit à une expression de la forme 
f\x-\-ùAx) , 6 dépendant de m , mais étant toujours plus petit que 
l’unité. 

D’un autre côté m est arbitraire et l’on en peut disposer de ma- 
nière à rendre aussi petite que l’on veut l’une quelconque des valeurs 
affectées par ? dans l’intervalle Ax. Delà résulte 

t étant une quantité qui se rapproche indéfiniment de zéro à mesure 
que m est supposé de plus en plus grand. 

Soit maintenant f\x-\-6 t ax) la moyenne rigoureuse de la suite 
infinie des valeurs que m prend dans l’intervalle ax , l’on a 
évidemment 

' f(x+o,\x)— eAx)=i t 

y, convergeant vers zéro en même temps que y. Substituant l’on 
trouve , 

Ay — f(x-\-0,Ax)Ax—Ax[y — y,] 

Or le premier membre de cette équation est indépendant de m, 
tandis que le second , s’il n’était pas nul , pourrait être rendu aussi 
petit que l’on veut en attribuant à m des valeurs de plus en plus 
grandes. Chacun de ces deux membres est donc nul de lui-même , 
et l’on a généralement 

Ay — f‘(x-\-o,&x)-Ax 

6, ne dépendant pas de m, mais restant toujours compris entre 
0 et 1. 

Le théorème que nous venons de démontrer peut s’énoncer de 
la manière suivante : 

L'accroissement de la fonction est égal au produit de l'accrois- 
sement de la variable par la valeur moyenne de la dérivée . 
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27) Il semble au premier abord que la valeur moyenne de la 
dérivée ne soit susceptible d’expression numérique que dans l'hypo- 
thèse où nous nous sommes placés, c'est-à-dire lorsque la dérivée 
ne fait que croître ou décroître entre des limites déterminées. Il 
u’eu est point ainsi, cl celte moyenne est toujours numériquement 
assignable, lorsque la fonction reste finie dans l'intervalle Ax. 

Pour démontrer ce corollaire, supposons d’abord une suite d’in- 
tervalles pour lesquels on ait respectivement , 

Ay,=C,Ax t , Ay,=c,Ax, , Ay,=C,Ax, , etc. 

Considérons en particulier l'une quelconque des moyennes expri- 
mées par c, , c,, etc. Les valeurs, en nombre infini, qui concourent 
à la formation de cette moyenne sont généralement inégales. Néan- 
moins l’on peut leur substituer d’autres valeurs toutes égales 
entr elles et à la moyenne dont il s'agit. Yeut-on en outre rapporter 
les moyennes c, , c, , etc. , à un môme intervalle Ar=Ax,-|-Ax,-(- 

,, , . . Ax, Ax, 

etc. , elles deviennent respectivement c, Aj .~ > c * ^ ~ * e,c - et 

fournissent une moyenne générale exprimée par la somme 


Ax, Ax» 

■+c, — ^ f- etc. 


Ax 


AX 


=M. 


On a donc 


Ay,-\- Ay,+elc.=Ay=MAx. 


M restant compris entre la plus petite et la plus grande valeur 
des moyennes partielles c, , c, , etc. 

Supposons maintenant que dans l’intervalle Ax , la dérivée se 


présente , tant de fois qu’on voudra , 


sous la forme symboliq 



laquelle ne peut qu’être accidentelle et non permanente. Soit d’ail- 
leurs , x, , x, , x, , elc. les valeurs particulières de x qui rendent 
la dérivée f(x) infinie , et Ax, , Ax, , Ax, , etc. une suite de très 
petits intervalles , comptés, moitié en deçà , moitié au-delà , des 
valeurs x, , x, , x, qui leur correspondent respectivement. L’on 
aura d’après ce qui précède 


Ay=M[ax - ax, — ax, — ax,— etc ] + Ay , + ay , + ay, -f-etc. 


Or à mesure que chacun des intervalles Ax, , Ax, , etc. est pris 
de plus en plus petit, chacune des différences Ay, , A y, , etc. dé- 

II. 3( 


Digitized by Google 



54 Essai sur les principes 

croît indéfiniment et converge vers zéro. Donc la moyenne M con- 
verge vers une limite déterminée et l’on a toujours 


Lim. M = 


A y 


Ax 


Lorsque les valeurs de la dérivée sont toutes de même signe , la 
quantité représentée par Lim. M est une expression de la forme 
,Ax) Dans le cas contraire la même condition peut encore 
être remplie, mais elle ne subsiste pas nécessairement. 

28) Corollaire /. Lorsque pour une valeur particulière attribuée 
à la variable , la fonction, jusques là continue, se présente sous la 


forme symbolique — , il en est de meme de la dérivée . 


Nommons x 3 la valeur particulière dont il s’agit , et x, une autre 
valeur aussi rapprochée qu’on voudra de x 3 , mais telle que de x, à 
x 3 la fonction soit toujours croissante en grandeur absolue. Soit en 
outre x s une valeur intermédiaire. En admettant que pour x=x 3 

la dérivée f'[x) prit accidentellement la forme— , il est visible 


que cette forme ne pourrait persister. II est donc permis de poser 
immédiatement /‘'(x J ) = B, la valeur B étant numériquement assi- 
gnable. Or, si grand que soit B , je dis que f'(x) doit augmenter 
encore de x 3 à x 3 . Pour le démontrer , prenons à partir de x s l’in- 
tervalle Ax, plus petit que x 3 — x,. Nous aurons pour accroissement 
correspondant de la fonction 


tsy,=f\x,+O t Ax t )Ax t 

Suppose-t-on maintenant que f'[x) n’augmente pas de x t à x t , 
la valeur moyenne f\x,+ûàx 1 ) est inférieure à B et il vient , 

ai/,<B tsx. 


d où à fortiori 


■ *,) 

Mais quelque soit B , si grand qu’on le suppose , celte dernière 
inégalité est toujours impossible , puisque par hypothèse A y, croît 
indéfiniment à mesure que Ax, converge vers la limite x 3 — x s . On 
ne peut donc admettre que la dérivée f\x) , lors même quelle 
décroîtrait à partir dex,, ne prenne pas ensuite de x, à x 3 des 
valeurs toujours de plus en plus grandes cl cela , sans limite assi- 
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gnable. Il faut donc nécessairement que /"'(*,) affecte la forme sym- 
bolique -|p. 

Il suit de là que, si pour une valeur particulière , attribuée à la 
variable , la fonction , jusque là continue se présente sous la forme 

—— , il en est de mémo de toutes ses dérivées successives. 


Réciproquement toute valeur de la variable qui ne rend pas infinie 
la dérivée de l’ordre n ne rend infinie , ni la fonction, ni aucune 
des dérivées précédentes. 

On ne perdra pas de vue qu’une expression de la forme ne 

peut jamais constituer ce que nous appelons une valeur particulière. 

29) Corollaire 2. La fonction étant continue dans l'intervalle Ax, 
l'on a 


by=f'[x-i-B,\x).tsx ( 1 ) 

1 

et la dérivée [*{?) ne se présente pas en général sous la forme — . 

Cela posé , quelles que soient les valeurs particulières affectées 
par les n premières dérivées, l’on peut toujours concevoir l’inter- 
valle Ax assez petit , pour que dans cet intervalle, les dérivées dont 
il s’agit restent continues. Or en ce cas l'équation (1) est applicable 
à ces dérivées , et il vient 

f'[x+K tsx) =f'(x)-\-f"{x + O t Q l ax) .9, AX 
f" '[x + 0 A*)' —f" ' (*) + 9, 9,. Ax) .0 ,1 0,, AX 


/■"-‘(x+«, Ax)=/’ a - , (x)4-/'"(x+8 1 9 1 ...e„Ar).e i 8 1 ..A.,Ax. 

Ou a donc en substituant 


Ay=/‘'(x)Ax+8 1 Ax7’"(x)-(-8j8,AX 3 /'"'(x)-|-etC. + 
6°- 1 e“- i ...e 11 .>Ax n "‘/'° 8j _î ••.8n- , Ax”/"°(x-(- s i 0 t ...9„Ax). 


et si l’on suppose que , pour la valeur particulière attribuée à la 
variable, les n— 1 premières dérivées s’annuleut toutes à la fois 

Aÿ= e°‘ ô°~ 1 . . . , Ax D / “(x-f-9, e , . . .8»Ax). (2) 


Les quantités 6, ,9, , etc. 9 U , dépendent en général de x et d& 
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Ax : (i) néanmoins chacune d’elle reste toujours positive cl moindre 
que l’unité. Quant à l'intervalle &x , il est aussi petit que l’on veut 
et dès lors on peut admettre que dans cet intervalle f n (x) et 
f B (x-]-6 l 6 t .,.6u&x) sont constamment de même signe. Il suit de là 
que les premiers changements subis par la fonction et exprimés 
par la différence Ay sont des accroissements ou des décroissements 
suivant le rang ou le signe de la première des dérivées successives 
qui ne s’évanouit point. Delà résultent immédiatement les consé- 
quences établies ci-dessus N° 25 : 


( 4 ) Lorsque la dérivée de l’ordre n est constante l’on peut poser 0 o =O. Sauf ce 
cas exceptionnel p les quantités 0,, 0, , etc. sont toutes essentiellement variables et 
leur expression dépend de la nature de la fonction sur laquelle on opère. Toutefois 
il est à observer que ces quantités convergent vers certaines limites à mesure que 
Ax converge vers zéro. Proposons-nous de déterminer quelles sont ces limites. 

Soit /*(a-f0Aj:) la moyenne des valeurs affectées par f{x) dans l'intervalle Ax, 
divisé par hypothèse en m parties égales. Les valeurs, eu nombre limité qui con- 


courent à la formation de cette moyenne sont respectivement /*(a), 

. 2 Ar v . (ir.— I)Ax v 

f I «H 1 etc. /Ta-4 1. Wous supposerons , pour plus de généralité, 

que la valeur x=o annule les («-— 1) premières dérivées et nous aurons suivant 
la formule du 29 


/'(a-t-A*;— /'(a)=0T , 6?- *- 0n-A-, AaY n («+M 3 ..**Aa:) 

ou plus simplement 

f — f (a)=A.i n .a /*(«- f*€Ax). 

* et 6 restant compris entre 0 et 1 et ne dépendant plus que de Ax. De là résulte, 
f(a)-f( a )=0. 

/ Ax v , Ax v n / A j v 

/(°+ — ) -/■»=(— ) a H a+& -ür) 

f ( a+ — )-/<«>=*•■(—) *S‘( a + e >-^r) 


/(«+ 


(».— l)Ax 




d'où , ajoutant membre à membre et divisant par in m 

1 r „/ Ar \ ,/ (fK— l)A.r 

— [/(<■)+/ («+ — )+ +f(“ + 7n 


)]-/l4 


Aj* r „ Ax . . 2Ax . , 

— )+*■-./»(«+«.—) + vtc.J 
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1°. La marche de la fonction est toujours indiquée par le signe et 
le rang de la première des dérivées qui ne s’évanouit point. 

‘2°. Celte dérivée est-elle de rang impair , suivant quelle est posi- 
tive ou négative , la fonction est croissante ou décroissante. 


Sais , d’un autre côté , Ton a directement 

/(û+ÔAj) — /| a)=A.r*».Ô“.a^. f n (a- t-&p.0,àx\ 

Il vieut donc en égalant les seconds mtmbies de ces deux équations et cupptl- 
maut le facteur couimum &x°. 


t Ajt v , x 

«/•(«+*.— ) “./v+ ê *-^r) 

= +2." [■ etc. 

«i»+* *- <*J u {a -J-6 .Ô.Uxy a [“{u-t-Ê d.lSx) 


+(«•-*)■ 


, (m— J }Ajc . 

« — ) 


J 


Or à mesure que Ax converge Vers zéro cliacuu des rapports 
rir « 

'r/”( a 't' e i'' ) 

V üî. couverge vers l’unité. En ce cas donc c’est vers une limite, 


« e f\ aJ r & 

généralement variable avec m et » , mais toujours ««dépendante do la notai' « ds 
la fonction que 6“ couverge. Ou voit d’ailleurs que cette limite a pour expression 
l + 2“+5 n +ctc. +( 01 - 1 )“ 


Cela posé, considérons en particulier la fonction (x — o)” dont les (n ^pre- 
mières dérivées s’annulent pour x—a , et observons que cette fonction est elle 

(x— «)”+> 

même la dérivée première de la fonction y=F(x)= _ | , • Si l'on appli- 


n+1 


que ici l’équation du N u . 20. 


ou a x— a , Ax=x — a, Aye= 


Ay= [F 1 (x+6Ax)-|-y] Ax 

(*—»)»+ 


fl»— - 


»+l 

1 

n-t-1 


■ , P’(x;£6Ax):=.6«Jx — o)», il vient donc , 

y 

Ax» 


y convergeant vers zéro lorsque m est supposé de plus en plus grand , c’est-à- 
dire lorsque la moyenne que l’on considère se rapproche indéfiniment de la 
moyenne rigoureuse qui répond à la suite infinie des valeurs comprises dans 
l’intervalle x — a. 

Soit fl 0 la valeur que prend fl pour celte moyenne rigoureuse , on trouve 
immédiatement 


1 

~»+l 
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3° Est-elle au contraire de rang pair , la valeur de la fonction 
est minima ou maxitna, suivant que la dérivée dont il s’agit est 
positive ou négative. 


En résumé s’il s'agit des moyennes rigoureuses répondant, à l’intervalle x — a et 
exprimées par f[a-t-0 o àx) [ les dérivées successives / '(a) f"( a), etc, étant supposées 
uulles jusqu’à celle de l’ordre n exclusivement ] l’on a pour le cas particulier 

ou f{x)-=fx— a)" 


et en général 


Lim 0°— 


i 

7+ï 


Comme conséquence du principe que nous venons d’établir , nous remarque- 
rons relativement à la fonction f [x) que scs (n — 2) premières dérivées s’annu- 
lent dans l’hypothèse x=a. il vient donc 


Lim. 6°-'= 

n 

On trouverait de meme relativement aux fonctions f "(ï) , f"(x) etc. f “■'(*) 

1 

Lim. 6“-*= - 

n — 1 


Lim. SJ - *— 


f 

Ti— 1 


1 

L'm.9 — 


et par suite 


8 ” -' 6 ” 


4 . 2 .. 


-•+» 


« convergeant vers xéro en même temps que Aa\ 

On observera que lorsque la dérivée du second ordre ne s’évanouit pas , n petite 
que soit d * ailleurs la valeur qu'elle affecte , 0 , U pour limite constante la frac- 


tion Soit au contraire / n (a)— 0. En ce cas la limite de fl. 


devient 


ou plus généralement n étant Tordre de la première des dérivées suc- 


cessives qui ne s’évanouit point. Cette permanence et ce changement brusque des 
diverses limites assignées à Ô, , suivant le nombre des dérivées successives qui 
s’annulent pour une meme valeur attribuée à la variable , présentent un résultat 
dont il est facile de se rendre compte , mais qui n’en est pas moins extrêmement 
curieux. 

Nous verrons plus loin comment la simple considération de la loi de générât* on 
conduit directement aux mêmes conséquences. 
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?>0) Nous avons supposé jusqu’ici que les dérivées successives 
restaient en général fonclion de la variable. Il importe d’examiner 
en particulier le cas où la dérivée de l'ordre n est constante , indé- 
pendamment de toute valeur attribuée à x. 

Soit par exemple 

f°. K x)=c.ons l . ( I ) 

Les dérivées des ordres supérieurs à n sont toutes nulles. Quant à 
celles des ordres inférieurs , quelle que soit la valeur particulière 
attribuée à la variable, elles ne peuvent jamais se présenter sous 

la forme -i- (voir N° 28). Cela posé, si l’on remarque que , pour 

x—a, les dérivées de la fonction (x — o) r sont toutes nulles à l’ex- 
ception de celle de l’ordre r qui se réduit à 1.2.3...r. , il est évi- 
dent qu’il suffit d’écrire 

$(*)_(*-a)/'(«)- rw+e te- +-7^ /». 

pour que l’on ait en général <p r (a) = f'[a) et que par conséquent les 
dérivées successivées de la fonction y=f(x) — <p{ x ) s’annulent toutes 
sans exception, dans l’hypothèse x=a. Mais alors l’équation géné- 
rale du N° 29 

&y=¥'(x)AT.+o ,T' ' (x)àx 1 + etc. 

se réduit à Ay— 0, il vient donc en faisantx=o , F(æ) =f(x)— (p[x), 
et remplaçant àx par (# — a). 

A</=f[x)—f (o)— <p(x) =0. 

d’où substituant 

f(*)=A«)+/'(«)M+f"W fc^+etc.+na) (2). 

Il suit de là que les relations (1) et (2) s’impliquent mutuellle- 
ment , les fonctions algébriques , rationnelles et entières , étant les 
seules qui puissent se réduire à des constantes par une suite de 
dérivations. 

31) En général il est impossible que toutes les dérivées d’une 
fonction s’annulent à la fois pour une même valeur particulière 
attribuée à la variable. Cela résulte de la démonstration précédente. 
On peut d’ailleurs le voir directement. En effet , y étant par hypo- 
thèse fonclion continue de x, l’on peut avoir accidentellement 
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dy= 0 , mais si telle est à partir de la valeur x = a l'expression de 
la loi de génération , cette même expressiou ne peut s’appliquer à 
la suite infinie des états immédiatement successifs Or, les modifi- 
cations que la loi doit subir sont régies par la première des équa- 
tions différentielles qui cesse de se présenter sous la fortno d"y= 0. 
On ne peut donc admettre que l’on ait toujours et quelque soit n , 
f' , (a)= 0, puisque ce serait réduire à néant les modifications dont 
il s'agit et par conséquent rendre permanente la loi de génération. 

Il en est autrement , lorsque la fonction, converge vers zéro à me- 
sure que la variable est supposée de plus en plus grande. En ce cas 
les dérivées convergent toutes vers zéro en même temps que la fonction. 

Pour démontrer ce principe , nous ferons observer que sup- 
poser /“(a) convergeant vers zéro , alors que x croit indéfiniment , 

c’est exprimer relativement à la fonction f quelle con- 

Z 

verge vers zéro eu même temps que z. On a par conséquent 
Lim.<J>(z)=#ç0)=0. Mais d’ailleurs, la continuité subsistant , l'on 
a en général 

v(s -t- Aa)— eAs) • a z . 

Il vient donc en faisant d’abord 2 = 0 puis remplaçant àz par z. 

de la résulte pour 2=0 

0(O)*[*«O]— 0. 

D’un autre côté , si l’on différencie les é pulio.ts de condition 


1 


l’on trouve 


r(— )=-4>».2\ 


et l’on en déduit d’après ce qui précède 

i 


'<T=Ô- )=°- 

Or f'( — ) est continu dans un certain intervalle mesuré à partir 
2 

de 2=0 donc f '( — ) converge vers zéro à mesure que x croit 
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indéfiniment. Dès lors il en est de môme de f"{x), puis de f"'(x) 
et ainsi de suite à l'infini. 

En ce cas la loi de génération tend à devenir permanente à me- 
sure que les valeurs affectées par la variable sont supposées de plus 
en plus grandes. Quant à la fonction $(*), on remarquera que ce 
ne sont point ses dérivées successives qui s’annulent toutes pour 
z=0 (ce que nous avons démontré impossible) , mais bien les pro- 
duits Zjÿ(z) , z ! $"(z) , etc. 

32) Corollaire 3. Soit deux fonctions y=f (r) , u=<p(x) , supposées 
telles que l’on ait : 

1* Pour *=>a et en ce qui concerne les (» — 1) premières dérivées 
f\a)=<p\a), /•»=<*,», etc. f"\a)=<p"\a). 

2° Pour une même valeur quelconque x comprise entre a et a-}-/i 

r'(x)>p-'( X ). 

Je dis que pour toute valeur de Ax comprise entre 0 et A , l’on 
a nécessairement 

Aÿ>Au. 

En effet, si l’on applique à la fonction y—u^f[x) — cp( x ) la for- 
mule 2 du N° 29 , en observant que pour *=a les (» — 2) premières 
dérivées s’annulent , il vient 

Ay— A u=ô; " ‘ô", ’’ • • • , Ax”’ ‘ ‘ (x+ «i 9, ...o^ , ax) 

Or de la résulte évidemment At/]>A u. C. Q. F. D. 

Remarque. En vertu de la relation f'-'(a)=$*-\a ) , il est indif- 
férent de poser 

/•-( *)>$-» 

ou bien 

[A f ~ * (*W ” ( a + ÔAX) • Ax}> [A$«- * (x)=$"(a-f fl’Ax) • Ax] 

Il suffit donc que l’on ait : 

1” En ce qui concerne les (n — 1) premières dérivées 

f(a)-£'(a), /•>)=<?», etc. /—(«)-$■-» 

2° En ce qui concerne les valeurs moyennes des dérivées de 
l'ordre n 

9Ax)> ou <$"(<*-]- 9’ Ax) 

II. 32 
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pour qu’il en résulte nécessairement 

Aj/>- ou <^A». 

33 ) Soit f(x) une fonction continue supposée telle que dans l'in- 
tervalle compris entre x—a et x=a-\-h la dérivée f n ~ 4 (*) reste 
toujours finie. Si l'on désigne par M et m la plus grande et la plus 

/‘“■‘(o) 

petite des valeurs que la moyenne /‘“(o+fl Ax)=— 


x — a 


affecte dans l’intervalle h, et par <p(x),i£(x) les deut fonctions algé- 
briques 

(*-«)* 


i.2....(tt — 1) 

[x— a)'- 1 
1.2 (n— 1) 


<P[ x )~{ x -a)r[a)+ etc.+- ,-V - («> 

+ <*=2L M 

1.2 n 

*(*] f"(a)+ etc.+ , ^7—77 — 

, (x—a)' 

+T2Z^ m 

On aura d’abord pour l’une quelconque des (n — 1 ) premières 
dérivées , celle de l’ordre p par exemple 

f e(a)=<pP(a)=\pp(a) 

et ensuite 

A / * (x)> * ( x ) = m Ax] 

1 Or) < [A£jJ“- • (x)=M Ax] 

Or de là résulte conformément au principe établi N°. 32 
A/\x»A^(x) 

AA x )<A0(*) 

c’est-à-dire 

(x—a)’ 


f(x)>f(a)-f-(x—a)f(a)- 


1.2 


m f"( a )~h etc. 




m. 


i -2....(n — 1) 

f (x)<f{a)-\-(x—a)f'(a)+ 


1.2 n 

(x—a) 1 


r'[a)+cic. 


(x-ar' 

1 2 ... (n— 1) 


/"■-»- 


(x—a) n 
1 .2....n 


M 
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Si donc on exprime par /‘“(a-f 9 (x— a)) une certaino valeur 
comprise entre m et M , il vient nécessairement 


f(x) = f{a) + (x—a)f\a)- 
(x— a)*-' 


(x— a) 1 


1 * 2 * •(« — 1 ) 


•r»- 


1-2 
(x — a)° 


f"(a) + e te. 


1 -2* *n 


f*[a+o{x-a)). 


On observera 

1° Que 6 est une fraction 

2° Que l’expression f' , [a+6(x— a)) a une valeur intermédiaire 
entre M et m, limites nécessairement plus resserrées que celles qui 
répondent à la plus grande et à la plus petite des valeurs affectées 
par /'"(x) dans l’intervalle x — a. 

3° Que les limites M et m sont toujours numériquement assi- 
gnables , sauf le cas exceptionnel où la dérivée f*[x) deviendrait 
infinie pour la valeur particulière x—a. 

34) Les hypothèses du N° 33 étant maintenues, supposons en 
outre que les (« — 1) premières dérivées s annulent pour x=-a ; il 
vient alors 


Mais on a d’ailleurs en faisant x=a, puis remplaçant âx par 
x— a dans l’équation (2) du N° 29 

/(x)— /»-=<)’- X’ ...o a .,.(x— a)Y"(o+e,fl,...9 B (x— a)). 

il vient donc en divisant membre à membre cl supprimant le fac- 
teur commun (x— o)“ 

. . 1 f(o+»( a— «)) 

®* -»r i.j...» /■"(a+ 8 1 «,... 0 n (x— a)j 


ou passant à la limite et faisant x==o 

1 

Lim. s"'* *®î ‘ ,= J .2- • • nT 

On trouverait de même en appliquant ce qui précède à la déri- 
vée f’[x) 

1 

Lim. 9 ; -'«-'...fc., 
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De là résulte 


Essai sur les principes 


Lim. e^~ 


1 

n 


ou 


Lim. o, =( — ) n- ‘ 


Ce résultat (i) est remarquable en ce qu’il assigne diverses limites 
à la quantité fi, suivant le nombre des dérivées successives qui s’éva- 
nouissent à partir de la dérivée dn second ordre. 

35) Reprenons le développement du N” 33 


/»=/■ («) + (*— a)/>) + f"( a )+ ele. 


1*2* • I ) 




(x—a)° 
i -2 . .*n 


f'(a+6(x— a)). 


et supposons que la valeur x=a rende infinie la dérivée de l’ordre 
n. En ce cas le développement ne peut être continué sans changer 
de forme , et si l'on veut ajouter de nouveaux termes à ceux qu’il 
contient , il est nécessaire de déterminer quelle est la loi de forma- 
tion des termes suivants. Proposons-nous cette recherche en la rcs- 


(l) Veut-on parvenir directement à ce résultat , l’on remarque que , la valeur 
x—a annulant par hypothèse les (n — i) premières dérivées , 1a différence Ay doit 
être considérée comme dépendant : 

1“ De la loi de génération de l’ordre n, d°jf=/ n (a).Ai*. 

2» Des modifications que cette loi subit dans l’intervalle Ar=» — a. 

Cela posé, si l’on considère le rapport de l’accroissement effectif Ay à l’accrois- 
sement qui résulterait du développement de la loi , d a y—f n {a)\x° , supposée per- 
manente , il est visible que ce rapport tend vers l’unité à mesure que Ar converge 

( (x. — a)n . 

a— I est précisément telle que, ses(n— 1) 

premières dérivées s’annulant dans l’hypothèse x=a , l’accroissement As est régi 
par la loi constante d**=f n (a) Ax n . On a donc nécessairement 


Lim. ^* .=1 
Ay 

d’où substituant et faisant x=a après la suppression du facteur (x— a) 1 

1 


Lim. fi"' 


1.2. ..a. 
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treignanl au cas où la dérivée f°(a) ne devient infinie que par l'an- 
nulation d’un facteur algébrique susceptible d etre mis en évidence* 
Soit par exemple 


/•*(*)“ 


F(*) 

{x — a) r 


r étant plus grand que zéro et F(a) ne se présentant point sous la 
forme -i-. 

L’on a 


A/ - "- '(x)=[*(a+6(x — a)) • (x — a) =F(a -f «(x— a))* 


il vient donc aussi r< 1 

La fonction F(x)=(x — a)'f°(x) prenant une valeur finie pour 
a =o , ses dérivées successives F''(a)» F"\o) etc., ne se présentent 

pas en général sous la forme L’on a donc d'après ce qui pré- 
cède , 

F(x)— F(a)+(x— a)F'(a)+ de- -) — — - Ff(o-f e(x— a)). 

1 -Z..,. p 

ou désignant par M, et m, la plus grande et la plus petite des 
valeurs affectées par la moyenne FP(a-|-#(x— o)) dans l'intervalle 
x—a^h, et remplaçant F(x) par sa valeur (x — a) r /‘“(x). 

f ’(»)>F(a) • (x— a)' r -f-F' (o) • (x — o)'- r + etc . + -* — m, 

1 'i ' • P 

f'(z) <F(«) (x-a)- + F(a)-(x-a)- + ctc.+ - f f~ a) '~ r - M.. 

1 • Z 9 • p 

c’est-à-dire 


[x — a)p+t—r m | 

f+l-r 1.2... p J 


rfr-*W<4-^-‘F(a)-t 


(x-o)’-' 
2— r 


-+-F'(a)-j- etc. 


(*-*)• 
2 — r 


F'(«)-l-clc. 


(x — ai)f+ t—r ftl t . 

p -\- 1 — r 1.2—P 


lD 


(2) 
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Cela posé , si l’on prend les deux fondions algébriques 


<ftx)=(x- a)f (o)+ (°)+ ctc - 




(x-aY r 


■F (a) -4- etc- 


+ 


].2...^« — 1) ' ' (1— r)(2— r)...(n— r; 

(x—à)P+ n - r M, 

[P + 1 — r) fo+2— r) ...(p-|-n r) 1.2... p 

Wx)=(x- a)f'(a)+ — f ,r (°)-Hitc- 

(*— 0 )°~' ■ fa \ . te— a)*^ F(a)-fetc. 

1.2...(n — 1 ^ ^ ^ + ( 1 — r)(2— r)-.-(n— r) 


+■ 


(x— à)p+ n - r 


m. 


{p-\- 1 — r)(p+2— — *0 
il est visible que l'on a pour l'une quelconque des (n— 1) premières 
dérivées , celles de l’ordre q par exemple 

+ , W— ^’W* 

et ensuite 

r (x— oV' r . (* — a)p +i - r M, q 

rf<r‘(s)=4 " F(a)+etc.+ p+l ^~ i.2...p* 


r (x— o) 1 ^ (— aV+l-' 

^-’(x)=d[- t _ r F(a)+etc.+ -^_ t _ 1 _— 

il vient donc en vertu de inégalités (1) et (2) 
dr\x)>dl?-\x). 

d’où 

A/(ï)<AÎ(*) 

A f[x)>&4ix). 

et par conséquent 

12. ..(n — 1) 

/• (*)_/•( o) + (*— a)f\a)+eicy 


in i -J 

1.2..^T-* 




(*“•)■ 

(X— «y+..-1-r F 

+ a - r) ... 1 »-rT r(a)+c ‘ c - + i, -n-l,- 1» i-x-tr-n 

( x a )/>+«— r Ff(o-l-g-(x— «)) 


(p-+-l — r) . (p +-« — r ) 


1.2. 
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La fonction F(x) peut être telle que l’une de ses dérivées , celle 
de l’ordre p par exemple , devienne infinie pour x—a. S’il en est 
ainsi et que cela dépende encore de l’annulation d'un facteur algé- 
brique [x — a)’, la règle précédente est applicable au développement 

F (x) = F(a) + (x— a) F'(a) + etc. 


et ainsi de suite , la question se trouvant complètement résolue pour 
le cas de l’hypothèse où nous nous sommes placé. 

. 0fx) 

36) Soit eu dernier lieu , f[x)=*— — m é ,ant positif, en- 
tier ou fractionnaire et (p(a) ne se présentant point sous la forme 
On a généralement 


0(x)-0(o)+(*--o)4) , (a)+etc.-f--^-^-<?”(a+S(x-a)) 

1 


et l’on en déduit 


/(«) 


0(a) 

(x—a)- 


Via) 
( x — a )-- 1 


f etc.-f- ^ ^(a+^.r-a) ). 


Recherches relatives aux expressions qui se présentent 
directement ou indirectement sous la forme 

37) Étant donné la relation générale 

Ay=/"(x-{-Ax) — f(x)=f'(x-t-6Ax).Ax (1) 

l'on remarque que pour toute valeur particulière de x satisfaisant à 
la condition f{x)=* 0, il vient 

f (x-\-ax) =f'{x + 0Ax).Ax. 

Soit x*>»a l’une de ces valeurs. Si nous la substituons dans 
l’équation précédente et que nous posions ensuite Ax=x—a, nous 
aurons quelque soit x , 

f(x)=f'[a + 6(x—a)).[x—a) (2) 

L’équation (2) subsistant alors même que f\a) se présenterait 
accidentellement sous la forme — l’ on conclut de ce qui précède 
le théorème suivant : 
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Toute fonction qui s'annule pour x=a est en général le pro- 
duit de deux facteurs. L'un de ces fadeurs est x — a, l'autre se 
réduit à f'(a), lorsqu’on se place dans l’ hypothèse particulière où la 
fonction s’annule. 


38) S’agit-il maintenant du rapport 


f[*) 

’ 


supposé tel que, pour 


x~ a , il se présenta sous la forme —, chacun de ces deux termes 


s'annulant dans cette hypothèse. L’annulation simultanée des fonc- 
tions f ( x ) , F (a:) dépend , comme on vient de le voir, de la présence 
du facteur commun x — a. Supprimons ce facteur et posons ensuite 
x — a , nous aurons d’après ce qui précède. 


/•(«) H«) 

F(a) F\o) 


si les dérivées s’annulaient encore toutes deux, on aurait de même 


f(a) f’(a) f"(a) 

F(a) F'(a) “ F" (a) 

et ainsi de suite , jusqu’à ce que , l'une des deux dérivées cessant de 
s'annuler , l’indétermination disparut. 

Veut-on d’ailleurs procéder directement, on sait, conformément 
aux formules des N 0 " 33 et 34, que, si la valeur particulière x = a 
annule la fonction et ses (n — 1) premières dérivées , il vient immé- 
diatement 

^T' r(a+6t{x - a)) 


On a de même pour tout autre fonction remplissant les mêmes 
conditions 

F(*0= - . ( tf ffl) ' - • F(«-R(*-«» 

1 •«« M *4 


et par conséquent pour x — a 

f (a) r f‘{a) 

F (a) F”(a) ' 

39) La proposition , que nous venons de démontrer , subsistant 
quel que soit a , il y a lieu d’examiner ce qui arrive lorsque l’annu- 
lation dos fonctions que l’on considère répond, non plus à une 
valeur particulière de la variable , mais bien à l'expression symbo- 
lique X= 00. 
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En ce cas les fondions convergent vers zéro à mesure que x 
croit indéfiniment et il eu est de même de toutes leurs dérivées 
( voir N° 28). Il semble donc que , si la formule du N” 38 était seule 
applicable, le symbole de l'indétermination ne pourrait jamais 
disparaître. 

Posons x = nous aurons f[x)=f { — ? ) = £(?) » 

Z d Z Cl 

F(ar)=F( — )=^(;) . et puisque par hypothèse ces fondions 

' z — a ' 

convergent vers zéro en mémo temps que z converge vers a , il 
viendra nécessairement <p(a)=0 , \p(a)—0. De là résulte 


(p!a) _ ff(q) 
+(«) *'(«) 


et cette valeur exprime la limite vers laquelle converge le rapport 


f(x) 

F(z) 


à mesure que x croit indéfiniment. 


Si les dérivées successives , 0"(a) , etc. , *"(a) , 4 /' (a ) , etc. 
s’évanouissent jusqu’à celles de l’ordre n exclusivement ( il a été 
démontré que toutes les dérivées d’une fonction ne peuvent jamais 
s'annuler à la fois pour une même valeur particulière atttribuée à 
la variable), on aurait de même 


f (30 ) 0(a) <p D («l 

Fi») “ ip( a ) ~ * 

Remarque. Des relations f{x)=Q[z), F(.r )=4dz) l’on déduit géné- 
ralement 


f\x)dx=Q\z)dz 

¥’(x)dx—\l/{z)dz. 


et divisant membre à membre 


f'(x) Ç(z) 

F’(x) y'z) 

Il suit de là que , si deux fonctions convergent vers zéro à mesure 
que la variable croit indéfiniment, le rapport de ces fonctions et 
celui de leurs dérivées premières convergent en même temps vers 
une même limite déterminée. Mais chacune de ces dérivées , prise 
isolément , converge alors vers zéro : le rapport des dérivées 
secondes a donc même limite que celui des dérivées premières et 
ainsi de suite à l’infini. 


II. 


33 
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S’agit-il maintenant de la détermination de cette limite , nous 
Tenons de voir qu’il est toujours permis de substituer le rapport des 
dérivées d’un ordre quelconque à celui des fonctions primitives. 
Or la dérivation a généralement pour effet la mise en évidence du 
facteur qui s’annule haut et bas. On peut donc opérer directement 
sur les fonctions données et il n’est pas besoin de recourir à l’arti- 
fice de calcul indiqué ci-dessus. L’on a ainsi 


f{x = » ) 0 f ü (x—ao) 

F(x=od) 0 F\x = oc ) 


l’hypothèse x=oo n’étant introduite dans l’expression générale du 
rapport - ^ n ^ - qu’après la suppression du facteur qui en annule à 


la fois les deux termes. 

40) Le symbole ^ - ne constitue en réalité qu'une représen- 
oo 

tation indirecte de la forme — • Néanmoins nous le considérerons 


en particulier. 


Soit le rapport 


n f> 

F(x) 


supposé tel que pour x—a il se présente 


sous la forme Si nous faisons £■(*) — W*) "* * 

les fonctions <P(?) , ï[ x ) s’annulent toutes deux pour *= a et il 
vient , 


f(x) ÿ{x) \fj'{a+6(x—a)) 

F(*j <P(*) <P ' {“ +* (*-«)) 


d'où 


m _ 

F (a) <?'(.“) 


et si plusieurs des dérivées successives 0"( a )* e l c> ^(a), 

4* '(a ) , etc., s'annulent, celles de l’ordre n étant les premières qui 
ne s’évanouissent pas toutes deux à la fois 

f(n) l'{a) 

F (a) = Ç\a) ' 


Observons que les relations <p ( • 4K X ) donnent, 
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quelque soit x , 


¥-'(*) = 


/» 

/»* 

F» 

*>)* 


et par suite 


_ fi x ) r F ( x) ]* 

vL'(x) = F» * L /» J 


ou en vertu de l’équation (1) 

f'[x) <£'(x) r (x— a)) 11 

F(x)" = é'(x) *• Ç\a+t>\x—a)) * 


71 


( 2 ) 


La comparaison des équations (1) et (2) fournit le principe 
suivant : 

Lorsque deux fonctions croissent indéüniment à mesure que la 
variable converge vers une valeur particulière , le rapport de ces 
fonctions et celui de leurs dérivées premières convergent en mémo 
temps vers une même limite. Mais d’ailleurs chacune de ces déri- 
vées est alors indéfiniment croissante : le rapport des dérivées 
secondes a donc même limite que celui des dérivées premières et 
ainsi de suite à l’infini. 

De là résulte 


f(a) oo f'(a) /"(«) 

t\a) oo F'(a F\a) 


Il semble qu’il y a cercle vicieux à exprimer la limite 

par le rapport de deux termes dont chacun , pris isolément , affecte 
1 

la forme — . Mais ici , de même qu’au N° 39 , l’hypothèse x=a 

f*( x ) 

ne doit être introduite dans l’expression qu’après la suppres- 
sion des facteurs communs mis en évidence par les dérivations suc- 
cessives. Il n’est donc pas nécessaire de recourir à la formule , 

f[a) _ 'Via) 

F(o) ” <J>» 

et l’on peut procéder directement comme nous venons de l’indiquer. 
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Nous avons supposé que la forme , affectée par le rapport 


, répondait à une valeur particulière x—a. Si l’hypothèse 


f(x) 
l\x) 

faite sur la variable était exprimée symboliquement par x=x> , 
( la forme du rapport restant d’ailleurs la même ) deux cas pour- 
raient se présenter. Ou bien les dérivées successives f'(x),f"(x), 
etc. F'(x) , F" (a;) , etc. seraient toutes indéfiniment croissantes avec 
x et en ce cas tout ce qui précède resterait applicable. Ou bien elles 

n’affecteraient pas toutes la forme pour x=td , et en ce cas il 

faudrait s’arrêter à la première des dérivées qui prendrait une 
valeur finie. 

41) Soit encore le produit f(x) F(x). 

Si dans une hypothèse particulière ce produit prend la forme 
OX 00) l’on remarque qu’on peut écrire en général 


fl*)F(*). 


F (as) _ f(x) 


fi x ) 


1 


Tout revient donc à considérer une expression de la forme— 

CO 

ou et l’on est ramené à l’un des cas traités précédemment. 

Soit enfin l'exponentielle /‘(i) Fl '> supposée telle que poura:=a 
elle se présente sous l’une des formes 0°, ce 0 ,! 05 !'! vient généra- 
lement 

f (a , )=e 

et par conséquent 

f (æ) f M =c ¥x lo s- f (*) 

La question se réduit donc à déterminer vers quelle limite con- 
verge le produit F (a-) log. /* (^r) dans l'hypothèse où l’on s’est placé. 
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Développement des fonctions en séries ordonnées suivant les 
puissances entières de l’accroissement de la variable. 

**« >:«■*«*» ■ 

APPLICATION AUX FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES. 


42) Étant donné la formule du N° 33. 

f(x)-*f(a) -f (x—a)f\a) f etc. H — ~°^ — — • (f-\a) 

1.2...(n — 1) 

ll) 

Posons x — a — h , et après substitution remplaçons a par x. 
Nous trouvons ainsi 

f(x+h)=f{x)+hf'(x)+-^ f"(T)+etc 1+T J!l_ r) .r , (x) 

-b - -n*+9k). ( 2 ) 


fait-on simplement a== O, il vient 




1.2 


•f'^-t-etc. 


a *- 1 

1.2. ..(n — L) 


1 . 2 ... n 


-f[t>x). 


■r\ o) 

( 3 ) 


Au lieu de limiter ces développements par l’addition du terme 
qui les complète, l’on peut concevoir qu’ils se prolongent à l’infini 
suivant la loi de formation indiquée. Les séries , que l’on obtient 
de cette manière sont généralement Connues, l’une (2) sous le nom 
de série de Taylor, l’autre (3) sous celui de série de Maclaurin. 

Il est permis en certains cas de substituer ces séries au développe- 
ment limité de la fonction. Néanmoins on ne doit jamais perdre 
de vue qu'elles n'ont d’autre fondement que celui qui résulte de la 
possibilité présumée de prolonger toujours et suivant une loi cons- 
tante le développement limité sur lequel elles reposent. Lorsque le 

terme complémentaire ^ f"(a^-o{x — o)) décroît indéfini- 
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ment à mesure que n augmente , les séries sont convergentes et 
elles permettent de calculer, avec tel degré d’approximation que l’on 
veut, la valeur des fonctions quelles servent à développer. Dans le 
cas contraire , elles sont divergentes. Pour que les séries puissent 
subsister, il faut que nulle dérivée ne devienne infinie, ou discon- 
tinue à l’origine de l’intervalle que l’on considère. Ces conditions 
étant supposées remplies , les séries sont convergentes pour tout 
ou partie de cet intervalle- 

43) Soit à développer (x-f A) m par la série de Taylor. La fonc- 

,, . , , „ , m[m— l)...(m— n-4-1 ) 

tion x a pour dérivée de 1 ordre n — — ! — - — 1 x m . 

Cette expression restant en général finie quels que soient x et n , la 
série peut subsister. On a d'ailleurs pour terme complémentaire 


m(m — 1) ...(m — n-j-1) 
1 . 2 n 


A n {£+o)/l“- , ‘ 


m[m — 1) ...(m — n-j-1) 
1. '2 ... n 


(x-t -eA) m .( 


A 

x-t-cA 


m 

■) 


Or, si l’on suppose x)>A, ce terme converge indéfiniment vers 
zéro à mesure que n augmente. La série subsiste donc dans cette 
bypotbèse et l’on a 


(x+A)“— x" -j- mAx m '‘ 


m[m— 1) 

1 . 2 


-f- etc. 


On observera que , pour toute valeur entière et positive de l’ex- 
posant m, les dérivées s’annulent à partir de l’ordre m-f-l.En ce 
cas le développement est limité , et il vient quels que soient x et A 

(x -f h) m =x m -j- mhx m ~ * etc. -f- mxh m ~ ‘ -t-A m (i) 

Développée de la même manière la fonction log(x-j-A) donne 


log.(x-t-A) =log. x 


A 

x 


L— 

Il ~x* 


1 A* 

3 x‘ 


etc. 


Cette série subsiste comme la précédente pour toute valeur de x 
supérieure à A. 

44) Soit maintenant la fonction o* à développer par la série de 


(i) La formule (2) du 30 conduit immédiatement à ce résultat. 
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Maclaurin : on a /'"(0) = (log. a )“ cl pour terme complémcnlairc 


f n {ox) — a»r- 


(log. a)°(x — a)" r {* — a) log. a ir (x — a)Iog. a j 

~ a0x - L \ Jl J 


1.2... n 

(te— a) log a 


'] 


ce terme convergeant vers zéro à mesure que n augmente indéfini- 
ment, la série subsiste quelque soit * et l’on a toujours 

, * 5 (log.o)’ ^(log.a)* 

a*=l-\-x log. a-t ^ 1 j-77-5 bclc. (t) 


1.2 


1 .2.3 


Posons a=e base du système des logarithmes Népériens 
vient log. a = log. e=l et par conséquent 


e*= 1 


1.2 


l .2.3 


— i-elc. 

•J 1 


ou faisant 


e=l — 1- 1 — 1— 


1.2 


1 .2.3 


-(-etc. 


Ycut-on déterminer pour celte dernière formule les limites de 
Terreur que l’on commet en s’arrêtant au terme du rangn + l, 
l’on remarque que les quantités désignées ci-dessus N° 33 par M 

• • , f\ x ) — f"( a ) 

et m sont les valeurs maxima et minima du rapport- 


1 


=— . La dérivée 

x 


1 — (1 — x)<? 


(*—«)" 


restant toujours po- 


dx x 1 

sitive depuis ®=0 jusqu'à *=^=1 le rapport croit continuemcnt 


(i) la formule de Maclaurin n’est point applicable au développement de la 

I 

fonction o * . On sc rend compte de cette circonstance en observant que le 

i » 

symbole a ° exprime, non pas une valeur effective de la fonction a * , 
mais une limite que cette fonction ne peut jamais atteindre, bien qu’elle y tende 
indéfiniment à mesure que x converge vers zéro. Il y a donc solution de continuité , 
et il impoite d’en faire la remarque, car autrement le fait que nous venons de 
signaler serait inexplicable. 
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dans ccl intervalle. De là résulte 


l°poura:=l M=*c— 1 

2” pour x =0 ro=-^ — — 1 

lit 

La différence entre ces deux expressions est c— 2 , il vient donc 


‘ >2+ n^ h^+ clc -*-Tiir 


1 


1.2 ' 1.2.3 


-ctc,- 


5—2 


1.2... n ' 1.2... n 


«< 2 +- 

c’est-à-diro 

_ r 1 1 11 1.2... n 

1.2 1.2.3 1.2... n -J (1.2... ri) — 1 

En faisant le calcul ou trouve 

e=2,718282... 

Les mêmes considérations s’appliquent au développement en 
série des fonctions sin * , cos x. Bornons-nous à présenter le résultat. 


Sina^x- 


U, 

•2.3 1.2...» 


etc. 


COS J5— 1 - 


1.2 


1.2.34 


-etc. 


Ces séries subsistent comme la précédente indépendamment do 
toute valeur particulière attribuée à la variable. 

45) Soit en dernier lieu une fonction de plusieurs variables 

u=F(x,y,z, ) 

Pour ramener ce cas aux précédents il suffit de suivre la marche 
tracée N” 21 et 23 et de considérer chacune des variables a;, y, r, etc. 
comme fonction d’une même variable indépendante liée aux 
premières par telles relations qu’on jugera à propos d’établir. 

Prenons par exemple la fonction 

*=F(x,y). 

Si nous posons 

4M 
y— --KO 
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*=*/■( 0 

et développant par la série de Taylor 
+ 1.2....n 

c’est-à-dire en désignant par hetk les accroissements Ax^ÛU-li) 

-0(0, Ay^( t+ i)- m n 1 

¥(x+h , y-f-A)=F(*,y) +»/'(0+ ~~'f "(<) +etc. 

1 'a 

D’un autre côté l'on a généralement 

no-~m+ ~m u 
™-S- «'w+a^'cmo-H^w • 




et ainsi de suite. 

Suppose-t-on , pour plus de simplicité , que les relations arbi- 
traires *=0(0 , y=4(0 sont de la forme 


il en résulte 


x=al+m 

y^bt+n 


0'(<)-a=-^L=4_ 0"(O=O 

m-*— f, ,. V)=0 


d*z A* • y 

+ ■ . , , o +etc. 
ûy 1 • 2 
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On voit d’ailleurs que la série est ou non convergente suivant 

t® 

que le terme complémentaire • - converge ou non 

vers zéro à mesure que n augmente. 

Si pour les valeurs particulières attribuées aux variables x,y, 

dz dz d'z d'z d'z ^ 
les dérivées partielles — , —, - elc * » 

s’évanouissaient toutes à la fois jusqu’à celles de l’ordre « exclusi- 
vement , il viendrait 

F(*+A,y+*)— F(x,y)= 

Cette formule comprend la théorie des maxima et minima des 
fonctions de plusieurs variables. 


Relation générale existant entre l’accroissement effectif de la 
fonction et ses accroissements différentiels de tous 
les ordres. 


46) Désignons par A r x la partie de l’intervalle A r _ t * à laquelle 
répond la valeur moyenne de la dérivée f\x) • Nous aurons, con- 
formément au N° 29 , 


Ay = Ax • /" '(*)-{- Ax • A t a5 • (x) -4^-Ax • A , a5A,x • /" " '(a;) -j-etc. 

ou substituant aux fonctions dérivées les accroissements différen- 
tiels des ordres correspondants. 




Soient d’ailleurs représentées par z, , x, , x, , etc. , les fractions 

. . A * x _ .. A] — e t c . lesquelles forment une suite indéfini- 
AX, ’ Ax ’ Ax ^ 

ment décroissante , il viendra 


Ay^dy+^ÿ+J^d’y-hs.ZjX.d'y+etc* 

En partant de celte formule et suivant les procédés de calcul 
■du N" 30 on trouve en général 


Ay=*dy-\ 


d'y 

1 . 2 . 



+-etc. 
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Sous cette forme sont comprises les séries do Taylor et de Ma- 
claurin , les variables engagées dans la fonction pouvant d'ailleurs 
être en nombre quelconque. 

Lorsque la loi de génération de l’ordre n est constante , et qne 
l’accroissement effectif Ay dépend exclusivement de cette loi , ( la 
valeur particulière attribuée à la fonction rendant nuis les accrois- 
sements différentiels des ordres inférieurs) l’on trouve immédiate- 
ment (voir N° 30). 




d'y 

l-2...n 


A notre point de vue , ce principe suffit pour que l'on puisse en 
conclure généralement , et sans autre intermédiaire que l'applica- 
tion directe do notre conception fondamentale , 

d'y d'y 

*n= i »+-TT+- l îT+ olc - 


La série ne peut d’ailleurs être en défaut que s’il y a discontinuité. 

Supposc-t-on que l’un quelconque des accroissements différen- 
tiels , prenne accidentellement la forme symbolique Celte cir- 
constance indiqueque l’accroissement dontil s’agit n'est susceptible 
d’aucune détermination. On conçoit dès lors l’impossibilité de 
poursuivre le développement sans le modifier. 


Maxima et minima des fonctions d’une ou plusieurs 
variables. 


47) Toute valeur particulière d'une fonction est dite minima 
lorsque la fonction supposée conlinuement variable , ne peut changer 
sans commencer par croître. Dans le cas contraire , c’est-à-dire 
lorsque la valeur de la fonction ne peut changer sans qu’il y ait 
d’abord décroissance , cette valeur est dite maxima. 

Nous avons vu qu’une fonction quelconque peut toujours être 
considérée comme fonction d'une seule variable indépendante. 
Dès lors les principes des N°* 25 et 29 montrent suffisamment quel 
est en général le procédé à suivre pour déterminer les valeurs de 
la variable susceptibles de rendre la fonction maxima ou minima. 
Ce procédé consiste à chercher les valeurs particulières qui annu- 
lent la dérivée du premier ordre, puis à les substituer dans les 
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dérivées successives, en s'arrêtant pour chacune de ces valeurs & 
la première des dérivées qu’elle ne fait pas évanouir. On sait d’ail- 
leurs comment le rang et le signe de cette dérivée indiquent la 
marche’de la fonction à partir de la valeur que l’on considère. 

Soit pour exemple une fonction de deux variables , 

-=F(a?,i/) 

En opérant comme au N° 45 on doit poser 


Or il faut que cette relation subsiste indépendamment de tonte 
détermination des fonctions arbitraires , <p(t ) , Il en résulte 
donc 




( 1 ) 


Les valeurs de x et y qui satisfont à la fois à ces deux équations 
devant être substituées dans les dérivées successives /‘"{f), etc., 

il vient d’abord. 




■0W«- 


d l z 


Ay 1 


*'«*• 


Observons que la dérivée seconde f"(t) se présente ici sous une 
forme particulière. Cette forme est précisément celle qu'elle affecte 
en général , lorsque disposant jusqu’à un certain point des fonctions 
cp(t) , ip(t), on les suppose toutes deux linéaires. La même simplifi- 
cation se reproduirait pour la dérivée troisième f"\t) , si les valeurs 
déduites des équations de condition (1) , annulaient les dérivées 

. „ d’z d'z d'z . . , . 

partielles - , — , r- , et ainsi de suite pour toutes les 

t Ax* AxAy ûy r 


dérivées successives. 

Cela posé , l’on voit qu’en ce qui concerne les substitutions à 
faire dans la suite de ces dérivées , il est permis de supprimer 
d’avance les termes où figurent les coefficients différentiels <&'(() , 
*"(Q , <p’"(0 , *'"(<) > etc- Si la suppression est permise, en même 
temps que la substitution devient nécessaire , c’est parce que cha- 
cun de ces coefficients se trouve affecté d’un facteur qui s’évanouit 
et non parce qu’on dispose en aucune façon , des fonctions arbi- 
traires (p(t) , HO- On arrive , au même résultat , lorsqu’on traite 
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à priori les dérivées Ç\l) , ^’(t) comine des quantités constantes , et 
tel est le point de vue auquel on se place habituellement. Mais 
procéder ainsi c’est dépouiller la solution de la généralité qu'elle 
comporte. 11 parait donc préférable de suivre la marche que nous 
venons d’indiquer. 

Nous nous écarterions de notre but si nous insistions davantage 
sur la question des maxima et minima. Observons toutefois que la 
circonstance , qui rend maxima ou minima une valeur de la fonc- 
tion , consiste essentiellement dans le changement de signe subi par 
la fonction dérivée. En général la dérivée est continue et dès lors 
elle ne peut changer de signe qu'en s’évanouissant. Il en est autre- 
ment , lorsqu'il y a discontinuité. On conçoit donc qu’il ne faut pas 
s’arrêter exclusivement à la solution 

Il convient aussi d’écrire 


et de voir, pour toute valeur finie qui satisferait à cette équation , 
si elle correspond, ou non, à un changement de signe de la 
dérivée. 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 




Principes fondamentaux. 

48) 1° La différentielle n’est qu'une différence ordinaire , prise 
dans une certaine hypothèse. Elle exprime ce que devient l’accrois- 
sement de la fonction , lorsque , considérant la loi qui en régit la 
génération initiale , l’on suppose que celte loi se développe en 
demeurant permanente. 

2° Soit , un mode quelconque de génération , et une grandeur 
représentée numériquement par c. 

Si , pour toute valeur constante affectée par cette grandeur, l’on a 

Il en résulte immédiatement et avec plus de généralité, 

dy=cdx 

le mode de génération restant le même , et la grandeur c pouvant 
être ou constante ou bien continuement variable , dans l intervalle 
que l’on considère. 

Tangentes et plan tangent. 

49) La tangente à une courbe , en un point donné , est la droite 
qui fixe , pour ce point , la direction suivant laqueHc il y a conti- 
nuité sur la courbe. 

Deux lignes se touchent lorsqu’elles ont , en un point commun, 
même direction tangentielle. 

Le système des axes coordonnés étant rectangulaire ou oblique , 
soit d’abord une courbe plane , 

y — A(*) 

L’équation différentielle 

dy=f'{z„)dx 

est, en différences ordinaires, l’équation d'une ligne qui touche 
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la conrbe y-=f (®) au point x a , y 0 . Cela résulte de ce qu’en suppo- 
sant permanente la loi de génératiou des grandeurs &y , ax , l’on 
n’altère point la direction suivant laquelle la continuité s’établit à 
l’origine de ces accroissements. 

Considérant cette ligne, et substituant aux différentielles les dif- 
férences qu’elles expriment, il vient 

y— y a =f'(x 0 )(x—x,) 

c’est-à-dire l’équation d’une droite. La ligne, dont il s’agit, est 
donc la tangente elle-même. 

Soit ensuite une courbe quelconque dans l’espace 

x=<P[z) , y=<Ha) 

les mêmes considérations donnent pour les équations de la tangente 
au point a? 0 ,y.,z., 

dx==Cp\z 0 )dz , dy=ÿ\z 0 )dz 

c'est-à-dire 

x—x a =~ç'(Z')(z—z 0 ) , y— *.)• 

Tout accroissement effectif, pris par rapport à la tangente est 
accroissement différentiel par rapport à la courbe. Si donc on dési- 
gne par s la longueur d’un arc mesuré sur la courbe et par a, S, y 
les angles que la tangente fait avec les axes coordonnés , supposés 
rectangulaires , il vient en vertu des propriétés de la droite 


ds=[/ dx'+dy'+dz 1 
dx 
ds 
dy 


Cos«= 
Cosê= 
Cos y = 


ds 

dz 

ds 


Les résultats, que nous venons d’obtenir , s'établissent , avec une 
égale facilité , lorsqu’on se fonde sur le principe (2) du N° 48. 

En effet , toute courbe pouvant être considérée comme engendrée 
par le mouvement d’un point dans l’espace , il y a lieu d'observer 
qu’un élément variable concourt à cette génération. C’est , pour 
chaque position du point générateur , la direction suivant laquelle 
le déplacement commence. Supposons d’abord cette direction quel- 
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conque, mais constante ; la ligne engendrée est droite et l’on a 

Atr=AS-COS<*, ûÿ=AS* COSÊ, AZ=Aï*COSy. 

Suppose-t-on maintenant la direction continuement variable 
d’une position à une autre , il suffit de changer la caractéristique. 
Il vient donc en ce cas 


dx=ds- cos a, rfy=is- cosff, dx=dr*cosy. 
ds * = dx ' -jrdy 1 + dz * 

50) Soit une surface , 


u=F(a;,y,z,)=0. 


et sur celte surface un point quelconque i ot î/.iV H est un lieu 
géométrique déterminé par l'ensemble infini des directions suivant 
lesquelles à partir de ce point il y a continuité sur la surface. Quel- 
que soit ce lieu , il reste le même , lorsque , supposant permanente 
la loi de génération des grandeurs Ax ,ày , Az, l’on substitue à la 
surface donnée celle qui a pour équation , 




du 0 

à*. 


dz=0 


c’est-à-dire 


(x—x„) 


du 0 

Ax„ 


Hy— y»> 


du a 


K*-*.) 



Or cette équation appartient à un plan. Elle exprime donc le 
lieu géométrique lui-méme. On le nomme plan tangent. 

Considérons tant de courbes qu’on voudra , tracées sur la surface 
et passant par le point de contact du plan tangent. A partir de ce 
point la continuité s’établit, pour chaque courbe , suivant la direc- 
tion fournie par la tangente. Lieu géométrique de ces directions , 
le plan tangent contient toutes les tangentes. (<) 


(<) Etant donné un pointsnr une droite, imaginons que ce point se déplace sui- 
vant une direction quelconque , normale à la droite. Pris à son origine, le dépla- 
cement dont il s’agit peut toujours être considéré comme s’effectuant, par 
rotation , autour d'un point , choisi comme on voudra sur la droite donnée. On a 
donc 

d[(*-t)‘+(y— u)’+(*-r)’]=0 

x ,y , s étant les coordonnées du point mobile et t,u,v , celles du centre de 
rotation , supposé fixe. 
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Courbure et raijon de courbure dans les courbes planes. 


51) Lorsque la continuité s’établit sur une courbe , c’est suivant 
une direction déterminée pour chaque point. Si la direction per- 
sistait d’un point à un autre , la ligne serait droite. En général la 
direction ne persiste pas et elle varie avec continuité. De là nait la 
courbure. On voit ainsi comment la courbure résulte des modifica- 
tions continues subies par la direction iangcntielle. 

Soit u l’angle qu’une tangente à la courbe y =f(x) , fait avec 
l’axe des abeisses : l’on a 


et différenciant 


a-=arc. tang. f’[x). 


dx 

>+m' 


ou remplaçant dx par sa valeur 


ds 


i/i +rw 


de 


f"ix) 

(M-A*)')* 


(J) 


Cela posé, si l’on rend permanente à partir du point x 0 ,y 0 , la 
loi qui régit la génération simultanée des accroissements angulaires 
et arcuels , l’on n’altère pas la courbure en ce point. Or, dans celte 
hypothèse , les différentielles ne sont plus que des différences ordi- 
naires. Il vient donc pour équation de la ligne qui résulte du 
développement continu de la loi de génération , supposée perma- 
nente à partir du point x ot y ot 


Aû>=- 


H« q) 

[i+rw‘3 1 


As. 


S’agit-il d’ailleurs du lieu géométrique déterminé par l’ensemble des points 
susceptibles d’étre pris pour centres de rotatiou , il vient immédiatement , 

(t — x)dx-\-[u—y)dy-{-{v—z)dz*=mO 

f, u , v étant les coordonnées courantes. 

De là, les équations des normales et plans normaux. 

II. 35 


Digitized by Google 



f6 
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. _ [1+fWÏ 
— rw~ 


La ligne représentée par celte équation est évidemment nne cir- 
conférence de cercle ayant p, pour rayon. Elle a en tous ses points 
même courbure et cette courbure est celle de la courbe donnée au 

point x 0 ,y 0 . , , , , 

Le cercle ainsi déterminé prend , par rapport à la courbe , et 
pour le point que l’on considère , le nom de cercle osculateur. Le 
rayon de ce cercle a pour expression générale , 

(i+fW)- 

f'V) 


On le nomme rayon de courbure. 

52) On voit d'après ce qui précède que le changement de direc- 
tion , pris à son origine , s’effectue sur la courbe de la même ma- 
nière qu’en un point quelconque du cercle osculateur. On voit 
également que , si plusieurs courbes ont en un point commun même 
tangente, et que les dérivées du second ordre affectent même valeur 
particulière, ces courbes ont en ce point même courbure. Cette der- 
nière conséquence peut s’établir directement et à priori. Il est clair 
en effet que, pour une même valeur attribuée à la direction tan- 
gentiellc , le changement , que cette direction subit à l’origine des 
accroissements , reste le même , soit que l’on considère la courbe 
y=-f[x), soit qu’on lui substitue la ligne qui a pour équation 

df \x) =/■"(*„) -dx- =c-dx. 

Il suit de là , qu’étant donné l’équation générale du cercle 
(x— «) ,= P S 
et par suite les équations différentielles 

x— < 4 -(i/"=u )-^-=0 (1) 

AX 

si l’on veut que ce cercle soit osculateur à la courbe y=f(x) au 
point x„,y 0 , il suffit de poser dans ces trois équations; y=y 0 , 

x^x., — - /■'(*.) , -^-r -=/"(*«)• En opérant de celte ma- 
ir &x 
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nière , on retombe 6ur l’expression déjà trouvée pour le rayon 
de courbure. On a d'ailleurs pour les coordonnées du centre , (t) 


u = y» 


i +rw 


HAHi+rW 1 ) 

rv.) 


Enveloppes et développées planes. 

53) Soit l'équation 

y =ax—0[a). (1) 

dans laquelle le paramètre o est supposé continuemeut variable. 
A chaque valeur affectée par ce paramètre répond une droite déter- 
minée. Considérons l’une quelconque de ces droites, la droite (1) 
par exemple, et prenant à son origine le déplacement quelle subit 
lorsqu’on fait varier a , imaginons que ce déplacement soit continué 
suivant le mode particulier qui le régit alors qu’il commence. Cela 
revient à supposer permanente la loi de génération des grandeurs 
Aa , ACpp). Si donc il s’agit , dans cette hypothèse , d’une seconde 
position quelconque de la droite mobile c’est en substituant aux 
différences Aa , A<J>(a) les différentielles da, d(p[a ) , qu’on obtiendra 
l'équation de la droite dans cette position. Il vient ainsi , 

y— ax— Ç(a) + [® — <p'{a)]da. (2) 

Cela posé , quelle que soit celle des droites représentées par 
l'équation (2) que l’on veuille considérer, il est visible qu’elle coupe 
la droite (1) en un point qui reste toujours le même et dont les 
coordonnées sont respectivement 

*-^(a) (3) 

y = a<P’(a)—(P(a) (4) 

c’est donc , en tournant autour de ce point que commence le dépla- 
cement de la droite (1). Chaque position de cette droite fournit 
ainsi un centre de rotation. Le lieu de ces centres est en général 


(l) Interprétées directement et à priori, les équations (t ; et 2> expriment, 
l’une , que le point (t,u) est pris sur la normale , l’autre , que ce point reste fi re , 
lorsque le changement de direction lange-illicite est continua d’après le mode qui 
le régit alors qu’il commence. 
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une courbe. On en obtient l’équation en éliminant a entre les rela- 
tions (3) et (4). 

La courbe, dont il s’agit , étant représentée par l'équation (4) 
dans laquelle a est une fonction de x déterminée par la relation (3), 
l’on a en différenciant , 


dx—Cp f, (a)da 

dy—a(p"(a)da 

De là résulte pour l’équation de la tangente au point (3)(4) 

dij=adx 

c’est-à-dire 

y — au) 1 (a) -f <p (a) = a (x— <p’ (a)) 

ou réduisant 

y=ax—(P(a). 

Cette tangente n'est donc autre chose que la droite (1) elle 
même. 

Il suit de là que chacune des droites représentées par l’équation 
(1). touche le lieu des centres. Par ce motif, on donne en général 
à ce lieu le nom d'enveloppe. 

L’équation (1) exprimant un système quelconque de droites assu- 
jetties à une loi de succession continue , supposons , comme cas 
particulier , que ce système soit celui des normales à la courbe 
y = f[x). En ce cas , le changement de direction ,pris à son origine , 
s'effectue sur la courbe de la même manière que sur le cercle oscu- 
latcur. C’est donc en tournant autour du centre de ce cercle que 
commence le déplacement de chaque normale , et Y enveloppe des 
normales est le lieu des centres de courbure. 

Veut-on vérifier par le calcul la déduction précédente , l'on 
doit poser 


a 


1 

TW’ 


<?>(*) = 


x 

7W -y 


d'où différenciant , 



da 

<p'{o)=x 


/■"(*) 

f\x){\+f'(x) ) 

r\*) 
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cl par suite 

Les valeurs, que l’on obtient ainsi pour 4>'(a) et atp'(d) — $(a) , 
coincident avec celles que nous avons trouvées N° 52 pour les 
coordonnées du centre de courbure. Il est donc vérifié que le lieu 
de ces centres est l’enveloppe des normales. 

54) Reprenons les équations du N" 52. 

(*— 0*+(ÿ— u)*=y‘ (1) 

(X— 0 +(y-u)f'(x)=0 (2) 

l^-f'(xy+(y^u)f\x)=,0 (3) 

et rappelons nous qu’il suffit d'attribuer aux variables, x,y,lcs 
valeurs quelles affectent en un point quelconque de la courbe 
y=/‘(x) , pour qu’en ce point le cercle osculateur se trouve déter- 
miné , 1° par son rayon p ; 2° par les coordonnées de son ceulre 
u et t. 

Les équations (1) (2) (3) subsistant avec cette même signification 
pour tous les points de la courbe y=f (x) , l’on peut les considérer 
indépendamment de toute valeur particulière attribuée aux varia- 
bles x , y. En ce cas , les quantités p ,1 ,u, sont fonction de ces 
variables et si l’on différencie les équations (1) et (2) , il vient , eu 
égard aux réductions que les équations (2) et (3) permettent d’ef- 
fectuer : 

(x—t)dt-\-(y—-u)du*=pdp (4) 

dl+f'[x)'du= 0. (5) 

L’équation (5) exprime que la tangente au lieu des centres de 
courbure est normale à la courbe donnée. Soit « l’angle que celte 
tangente fait avec l’axe des abscisses , on a 


X — t 

dl 

■ caCOS fi)xET 

P 

der 

y— u 

du 

. ci n « — , 

P 

— — MU Uj — - 

d<T 


et substituant ces valeurs dans l’équation ^4). 

de— dp- 

La loi qui régit la génération simultanée des différences M , à p 
est constante : il vient donc aussi 

Atr=Ap 
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Ce résultat montre qu’une courbe quelconque peut être décrite par 
l'extrémité d'un iil inextensible , qui serait enroulé sur le lieu des 
centres de courbure et qu'on développerait progressivement. De là 
le nom de développée par lequel on exprime plus particulièrement 
X enveloppe des normales et celui de développante donnée à la courbe 
par raison de réciprocité. 

Déterminalion du mode suivant lequel commence en 
général (t) tout déplacement d’une droite 
ou d’un plan. 

*«$EM#W*«** 

(génération des surfaces réglées, gauches ou développables). 


55) Soit les équations générales 


x=*az-\-h 


(!)• 


dans lesquelles les quantités a, b , h , t sont fonction d’une môme 
variable y. A chaque valeur affectée par > ? répond dans l’espace une 
droite déterminée. Considérons l’une quelconque de ces droites , la 
droite (I), par exemple , et prenant à son origine le déplacement 
qu’elle subit lorsqu'on fait varier ? , imaginons que ce déplacement 
persiste suivant le mode particulier qui le régit alors qu'il com- 
mence. Cela revient à supposer permanente la loi de génération 
des grandeurs Aa , Ab t Ah , Ai. Si donc il s’agit dans cette hypothèse, 
d’une seconde position quelconque de la droite mobile , c’est en 
substituant à ces différences , les différentielles da , db , dh , di , 
qu’on obtiendra les équations de la droite dans cette position. Il 
vient ainsi 


x—az- i -h-\-zda-\-dh 
y—bz-\-i-\-zdb-\-di 


( 2 ) 


fl) Nous laissons de cftlé le cas où le déplacement s’ctleetue sans qu’il y ait 
changement Je direction. 
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La comparaison des équations (1), (2) donne lieu aux remarques 
suivantes : 

1° Lorsque l'on a 


dh di 

da db 


( 3 ) 


la droite (1) est coupé en un seul et même point par chacune des 
droites représentées en nombre infini par les équations (2). Ce 
point a pour ordonnée 

dh di 

da db ' 


2° Suppose-t-on 


dh > di 
da ™ db 


les droites (1) , (2) ne se rencontrent pas. 

3° Étant donné le plan 

Ax-1-By-1-Cjï=i 

dont la direction se trouve complètement fixée par les équations 
de condition 


Aa-1-Bè + C = 0 
Ac/a-4-Brfé^O. 


( 4 ). 


les droites (2) sont toutes ainsi que la droite (1) parallèles à ce plan. 
Il suit de là qu’à l'origine de tout déplacement la droite (1) peut 

subir deux conditions différentes, les rapports a f[ ec ~ 

da db 

tant ou non la même valeur particulière • 

Dans le premier cas , le déplacement s’effectue suivant un seul 
et même plan déterminé. Dans le second cas , la droite s'écarte de 
ce plan , en lui demeurant parallèle. 

La droite (1) , considérée dans l'ensemble infini des positions 
qu’elle peut prendre , a pour lieu géométrique une surface réglée. 
Si la condition (3) est remplie indépendamment de toute valeur 
attribuée à la variable s? , il n'existe pour tous les points situés sur 
une même génératrice rectiligne qu'un seul et même plan tangent , 
et la surface est dite développable. Lorsque celte condition n’cslpas 
satisfaite, la surface est gauche- 
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56} Soit l'équation 

A2r-j-By+C* = &. (1) 

dans laquelle les quantités A , B ,C , k , sont fonction d’une même 
variable *. A chaque valeur attribuée à cette variable répond dans 
l’espace un plan déterminé. Considérons l’un quelconque de ces 
plans , le plan (1) par exemple, et prenant à son origine le dépla- 
cement qu’il subit lorsqu’on fait varier y , imaginons que ce dépla- 
cement soit continué suivant le mode particulier qui le régit alors 
qu'il commence. Cela revient à supposer permanente la loi de géné- 
ration des grandeurs AA , AB , AC , Ak. Si donc il s’agit , dans celte 
hypothèse d’une seconde position quelconque du plan mobile , c’est 
en substituant à ces différences les différentielles dA, dB ,dC,dk, 
qu’on obtiendra l’équation du plan dans cette position. On trouve 
ainsi 

Ax+By-\~Cz+xdA-{-ydB-^-zdC=k-{-dk. (2) 

Cela posé , quelque soit celui des plans représentés par l’équa- 
tion (2) que l’on veuille considérer, il est visible qu’il coupe le 
plan (1) suivant une droite qui reste constamment la même et qui 
a pour équations générales 

Ax-]-By-\-Cz = k (3) 

xdA-\-ydB-^zdÇà=>dk. (4} 

C’est donc en tournant autour de cette droite que commence le 

déplacement du plan (1). Chaque position de ce plan fournit ainsi 
un axe de rotation. Le lieu de ces axes est une surface dont l’équa- 
tion s’obtient en éliminant y, entre les relations (3) et (4). 

La surface, dont il s’agit, étant représentée par l’équation (3) 
dans laquelle y, est une fonction de x , y , z, déterminée par la rela- 
tion (4) , la différenciation donne pour équation du plan tangent à 
cette surface 

Ada;-+-Bdy-t-Cdx=0. 

c’est-à-dire 

A(t— x) + B(u — y)-f-C(o— x)=0 

Or si le point (x , y , z) est pris sur la droite (3) , (4) , celte équa- 
tion devient 

At-l-Bu-l-Ct)==A. 
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C'est donc suivant le plan (1) que la continuité s’établit sur la 
surface pour chacun des points de la génératrice rectiligne située 
dans ce plan. 

Tel est le mode de génération et le caractère distinctif des sur- 
faces développables - 

57) Reprenons les équations de la génératrice 
Ax+By-bCs = k. 
xdX -)- ydli -\-zdC=dk. 

Si nous appliquons les considérations du N° 55 et que nous nous 
proposions de déterminer le point autour duquel s’effectue par 
rotation le déplacement initial de cette génératrice , il suffit de 
joindre aux équations précédentes la relation 

*d‘A+yd*B+zd’C=-d s A. 


L’ensemble de ces trois équations représente l’enveloppe des 

génératrices rectilignes , laquelle prend , par rapport à la surfacu 

développable , le nom d’arête de rebroussement. 

58) Soit z=—F(a: , y) l’équation d’une surface développable. Posons 

. ... dz dz d'z d'z d 1 s . 

pour simplifier — ,r- — 

Le plan tangent 

dz^pdx-\-qdy 


reste le même le long d’une génératrice. On a donc pour tous les 
points situés sur une même génératrice quelconque, 

p^Cons 1 ". , y=Cons l *. 

et par suite 

dp =*rdx -\-sdy =0 
dq=sdx-\-ldy = 0. 

De là résulte : 

1° Pour équation d’une génératrice quelconque projetée dans le 
plan des xy , ou ce qui revient au même , pour équation différen- 
tielle de la projection de l’arête de rebroussement 



dx s t ’ 


2° Pour équation de condition, caractérisant toute surface déve- 
loppable 

rt — s’ — 0. 


II. 


30 
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Courbes à double courbure. 

PLAN OSCILLATEUR. 


59) Considérons comme application particulière de la théorie 
exposée au K* 55 le système des tangentes à la courbe 

y=>W*)- 

Si l'on désigne par les coordonnées courantes et par 

x,y,z celles du point de contact, il vient pour équations générales 
d'une tangente quelconque 

dx de 

t-v— +X—Z -j— 
dz dz 


u=v 


dy 


dz 


-y— z 


L’on doit poser en conséquence 


dx 




dz ’ 
d'où différenciant 


h=x — z 


dx 

dz 


dy_ 

dz 


dy 

dz » 


*=y — * 


dy 

dz 


da= d- -y— , dh — — 

dz dz 


db=d- 


d y 

dz 


di= — xd-~. 

dz 


On a donc en ce cas , 

dh di 
~dcT = ~db^ 

De là résultent les principes suivants : 

1 0 C est par rolalion autour de son point de contact que com- 
mence le déplacement de la tangente. 

2° Pris à son origine , et continué suivant le mode qui le régit 
alors qu'il commence , le changement de direction tangentielle s’ef- 
fectue suivant un plan déterminé. 

îi" Le lieu géométrique des tangentes est une surface dévelop- 
pable. Ajoutons, comme conséquences subsidiaires, que, dans le 
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développement de cette surface , la courbe donnée conserve en 
chaque point sa courbure et que toute trajectoire orthogonale des 
génératrices rectilignes a , pour développée , l’enveloppe de ces 
génératrices, c’est-à-dire la courbe que l’on considère. 

Cela posé l’on nomme plan osculateur le plan suivant lequel 
commence le changement de direction tangentielle. 

Soit 


A (l *)+B(u y)+C(u —z) r=0 

l'équation de ce plan. On a pour fixer sa direction les équations 
de condition (4) du N° 55. 11 vient donc , 

Adx 4 - Bdy + Cdz — 0 


dx 


dy 


Ad- — +Bd--f =0. 

dz dz 


ces relations donnent 
dy 


A 


d.- 


dz 


dy 


</.A 

dr dz 


d- 


Ax 

dz 


li 


dz 


dz dx 
d-- 


dz 


d'où substituant daus l’équation du plan osculateur et réduisant 

(/ — x)(dzd'y — dyd'z)-\-(u — y)(dxd*x — dzd'x ) 

-{- (v — z)('iyd 2 x — dxd 1 y) = 0. 

On arrive directement au même résultat lorsquetant donné 
trois points qui ont pour coordonnées respectives 


Le I e 


x 

y 


le 2” 


ou plus généralement 
Le 1". ( y ] , le 2 mB 


t dx \ 

/ 

■ x+2 dx-\-d*x \ 

y+dy | 

, le 3"'. ] 

y+2 dy+d'y j 

„ z-{-dz j 


. z-Jrldz+d.’ z * 

r z-j-mdx 


f x-\-ndx-\-pd'x 

| y+mdy 

[ , le 3“'. 

| y A-ndy+pd'y 

{ z+mdz 

) 

' z-\- ndz-\-pd* z 


l’on assujettit un plan à contenir ces trois points. 
En effet l’on a d'abord 


A (t — i)-fB(u-ÿ) -f C(n —z) ==0 
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il vient ensuite 
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Adx+Kdy-\-Cdz=0 (1) 

Ad'x+Bd’y+Cd'z =° (2) 

et l'élimination conduit à la même équation finale. 

Lorsqu’on opère ainsi , voici quelle est en réalité le sens du pro- 
cédé qu’on employé. 

Le premier point est sur la courbe , le second sur la tangente , 
le troisième dans le plan osculateur. La position de ces points est 
d’ailleurs tout-à-fait arbitraire et leurs distances si petites ou si 
grandes qu'on voudra. 

Cette explication donnée , l’on observera qu’il est plus simple de 
poser immédiatement les équations (!) et (2) sans recourir à la 
considération auxiliaire des trois points. En effet l’équation (1) * 
prise isolément , exprime que le plan est parallèle à la tangente » 
et , combinée avec l'équation (2) . qu’il ne cesse pas de lui être 
parallèle lorsque le changement de direction persiste suivant le 
mode qui le régit à son origine. 

68) La normale située dans le plan osculateur est dite normale 
principale. Pour obtenir ses équations , il suffit de joindre à l’équa- 
tion du plan osculateur , celle du plan normal- 

(< — x)dx+(u — y)dy-\- (a — z)dz = 0 


Veut-on d’ailleurs ramener ces équations à la forme ordinaire 
on trouve par leur combinaison 

dx 


d- 


t — x=- 


d- 

d- 


ds dsd'x — dxd 1 s 

«ri-lSêi 


dz 
ds 
dy_ 

ds , . dsd 1 y — dyd i s , 

("-*> - J;-L, ^ 


d- 


dz 

ds 


Soit A, , fc , y, les angles que la normale principale fait avec les 
axes coordonnés , on a d abord 
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cl par suite 


ds d. 


Cos A- 


dx 

ds 


}/ (d'x)' + [d'y)' + [d'z)-[d's)' 

d y 


ds-d. 


Cos /u* 


Cos : 


ds 


]/ (d'x)' + (d'y)'+(d'z)'-(d's)' 
d: 


ds-d • 


ds 


|/ (d'xŸ-Y-(,d'y)'-Hd'z)'-(d' s y 
61) Les principes établis N° 56 montrent suffisamment que c’est 
en commençant par tourner autour de la tangente que le plan 
osculaleur se déplace sur la courbe. On peut d'ailleurs vérifier celle 
déduction en observant que les équations (3) et (4) du N° 56 
deviennent en ce cas, 


(t — x) [dzd'y — dyd'z) -+- (u — y) (dxd t x — dzd'x) 

-+• [v — z) [dyd'x — dxd'y) =0. 

(t — x ) [dzd'y — dyd'z)-b[u — y) ( dxd'z — dzd'x) 

-+- [v — z) [dyd 3 x — dxd'y) =0 

et sont toutes deux satisfaites, lorsque l’on y pose : t=x+dx , 
u =y-i-dy , v—z-t-dz. 

Il suit de là que la surface , lieu géométrique des diverses posi- 
tions successivement affectées par la normale principale , est en 
général une surface gauche. Pour qu’il en fut autrement , il faudrait 
que le plan osculateur demeurât invariable. Cette dernière circons- 
tance ne peut se présenter que dans les courbes planes , alors que 
l’on a 


d. 


dxd'z — dzd'x 
dzd'y — dyd'z 
dyd'z — dzd'y 


dzd'y— dyd'z 

,r < dxd'z — dzd'y dyd'x— dxd'y t „ 

3 +»- E jv-- ^r l - 0 

ou plus simplement, et ce qui revient au même 
dz[d'xd'y-d'yd'*]+dy[i'zd'x-d'xd'z}+dx[d'yd'z-d'zd l ÿ\-0. 


4 
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Rayons de 1" et 2" e courbure. 


62) Pris à son origine , le changement de direction tangentielle 
s'effectnc dans le plan oscillateur. De là résulte une première cour- 
bure. D’un autre côté , si la courbe n’est point plane , il y a dépla- 
cement continu du plan osculateur et c'est par rotation autour de la 
tangente que ce plan change incessamment de direction dans l’es- 
pace. De là , une sorte de torsion nommée deuxième courbure. Cette 
deuxième courbure peut , ainsi que la première demeurer cons- 
tante , ou bien varier d’un point à un autre. Dans tous les cas si 
l’on représente par ta! l’angle de deux plans osculateurs qui corres- 
pondent respectivement aux deux tangentes dont l’angle est Am, 
il est évident que , la première courbure étant mesurée par le 

rapport > * a deuxième pourra l’ôtre par le rapport 

— ; — =4-. On observera seulement que dans ce cas les accrois- 
ds p 

sements différentiels dos , du! sont pris nécessairement à partir des 
valeurs particulières a=0 , m'=0- 

Lorsque les deux courbures sont constantes en chaque point, la 
courbe est telle que deux arcs quelconques égaux en longueur sont 
toujours superposables. Cette condition suffit pour fixer la natuTe 
de la ligne dont il s’agit. En effet, ce ne peut être qu’une hélice, 
offrant comme cas extrêmes le cercle et la droite. 

Cherchons l’expression générale des rayons p,p', de première et 
deuxième courbure. 

Soit « l’angle de deux droites , l’une fixe et faisant avec les axes 
coordonnées les angles *, 6,?; l’autre de direction variable et 
faisant avec les mêmes axes les angles <£ , & , L’on a 

Cosw=cos «cos «'-t-cosëcosë'-t-eosv cos y', 
d’où différenciant 

j cos «.<f cos «' 4-cosg.ifcos g' 4-cos y .d COS y 

sin«. 

Le changement de direction que l’on considère devant être pris 
à son origine, c’est-à-dire lorsque commence la génération de 
l’angle w , l’on doit poser dans cette équation , , 

</=«, y' = y. MœO. 
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mais il vient alors 



II faut donc appliquer la règle du N° 38. On trouve ainsi 
(du)* — = — [cos a. d* cos «+ cos S -d’ cos S -f cos y . d l cos y ] 

On a d’ailleurs 

cosa.dcos«-(-cos6.dcosg4-cos y.dcosy = 0 

d’où résulte 

COSÆ.d’cosi* +cos6-d 1 cos6-l-cosy.(f , cosy 
=— [(d cos <*) 1 -+- [d cosë) 1 -f (d cos y ) 1 ] 

il vient donc aussi et plus simplement , 

(duY~(d cos «)’ + (dcos g)*-j-(d cos-/) 1 (1 ) 

Pour passer de ce cas à celui où la direction de la droite est fixée 
soit par ses projections , 


a 

t — x*= (ü — z) 

c 

b 

u—y~.~—{v—z) 


soit par l'équation du plan normal , 

o(t-x)-fi(u— y)+c(u — *)=. 0. 

il suffit de poser 

a h 

cos a= — - , cos g == — — | 

|/ a’+i'-f c* | /a'+b'+c 1 

C 

COS V~ — 

I /a'+b'-j-c* 

Ce qui donne immédiatement , 


ij \i (</a) * — {— (c? i) * -4- (rfc) * [ada-]-bdb J r cdcy 

1 U ‘ “ a'+b'+c' î^+i’+c 1 ) 1 

et après réduction , 

, (odb — bda)' -\-(adc— cda)* -4-(Wc — cdb)' 

{CU) (o*-hé' + C ‘)* 


( 2 ). 
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Les formules (1) et (2) permettent de résoudre aisément la ques- 
tion proposée. 

S’agit-il d’abord du rayon p de première courbure , on posera 

cos cos 6 =— t— > cos T =— , ou bien a = dx , b = dy, 
ds ds ds 

c~~dz. Il vient ainsi 

ds ds 



l/{d'x)'+{d'yy+(d'zy-{d' s y 


ou faisant usage de la formule (2) 

ds dsd 

^ a y/' (dxd 3 y — dyd'xy+idyd'z— dzd 3 y)'-\-{dzd 3 x— dxd'z ) 3 

S’agit-il ensuite du rayon p’ de deuxième courbure : on fera , 
a—dyd t z—dzd 3 y, b = dzd'x— dxd’z , c=dxd'y—dyd'x 
et observant que l’on a , 

adb—bda = — dz[ad i x-\-bd 3 y-\-cd 3 z] 
cdx — adc= — dy[ad 3 x-\~bd 3 y-\-cd 3 z] 
bdc—cdb — — dx[ad z x+bd 3 y+cd 3 z] 


il vient 


[dyd’z—dzd'yy+jdzd'z — dxd'z) 3 + [dxd'y—dyd'x ] 1 
= d’xldyd'z—dzd'y^d’yldzd’x— dxd'z] +d 3 z[dxd 1 y—dtjd'x) 
03) Soit , comme au N“ 60 , A , /* , v , les angles que la normale 
principale fait avec les axes coordonnés , et t, u, v , les coordonnées 
du centre de première courbure , l’on a 


t — X—pCOSpL-- 
u — y-=p cos/z 
t' — Z~~P COS U: 


ds 3 dx 

( d'xy+[d 3 y y+(d 3 zy-(d'sy ' d» 
ds 3 , dy 

(d' x y+{d'yy+(d'zy-{d 3 s) ' ds ’ 

ds 3 dz 

[d'xy+{d' y y+[d'zy-[d 3 sy ds ' 
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Les mêmes résultats peuvent s’obtenir , soit en partant de l’équa- 
tion générale du cercle et opérant comme au N° 52, soit en consi- 
dérant la surface enveloppe des plans normaux. Cette surface est 
développable et sa génératrice rectiligne a pour équations , 

(l-x)dx-\-(u — y)dy+(v — z)dz = 0 (I) 

( t — xjd’x-j-fw — y)d'y |-(t> — z)d , z=0. (2) 

L’expression 

[d'x[dyd'z — dzd'y)-\-d'y[dzd 1 x — dxd\z)-f-d t z[dxd' y — dyd'x)] 
étant identiquement nulle, le plan (2) est, ainsi que le plan (1), 
normal au plan osculateur. La même condition subsiste donc pour 
la droite (1) (2). Or c’est en commençant par tourner autour de cette 
droite que le plan normal se déplace sur la courbe. Le centre de 
1” courbure se trouve donc au point d’intersection de la droite 
dont il s’agit avec le plan osculateur. 

Si l’on observe que tout plan normal touche la surface enveloppe 
le long de la génératrice sur laquelle est situé le centre de cour- 
bure, l’on peut en conclure immédiatement que la tangente au lieu 
de ces centres est contenue , pour chaque centre , dans le plan nor- 
mal correspondant. Cette tangente est donc perpendiculaire à la 
courbe donnée. Elle ne doit pas être confondue avec la normale 
principale. Celle-ci est dans le plan osculateur : l'autre s’en écarte 
généralement. 

Détermination directe des rayons de 1 " et 2"’ 8 courbure 
dans l’hélice. 

64) Soit (lig. 2) une hélice tracée sur un cylindre droit à base 
circulaire , R le rayon du cylindre, et y la tangente de l'angle que 
la touchante à la courbe fait avec le plan de la section droite. 

Prenons sur cette hélice un point quelconque m. Le plan mené 
par la louchante ma et par la droite mf normale au cylindre est le 
plan osculateur de l’hélice au point m. Cela résulte de la position 
symétrique que les deux branches de la courbe affectent de chaque 
côté de ce point par rapport au plan dont il s’agit. On voit d’ail- 
leurs que dans la génération de l’hélice , le plan tangent map com- 
mençant par tourner autour de la droite mp , la continuité 9 établit 
pour le point a suivant la droite ac normale à ce plan. 

Cela posé , considérons les angles que tendent à décrire respec- 
tivement les droites ma , pa , lorsque la rotation commence autour 
IL 37 
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de l’axe mp , et supposons permanente la loi qui régit cette généra 
tion , prise à son origine. En ce cas , les angles dont il s’agit sont 
inversement proportionnels aux longueurs ma , pa. Si donc on 
désigne le premier par du , le second par dt , l’on a évidemment 

dt ma 

du pa 

Mais dt n’est autre chose que l’angle de deux plans tangents au 
cylindre et comprenant entr’eux un arc d hélice égal à c/s. Lon a 
donc aussi 


-|/nv 


4-B1/1+*’ 

et il vient en substituant 

(0 

Le rayon de première courbure étant ainsi déterminé , l’on 
remarque que la droite mb , menée dans le plan tangent map per- 
pendiculairement à ma , est normal au plan osculateur. On a donc 
de même 

dt mb 

dJ pb p 


(l) Le centre du cercle otculaleur se trouve sur le prolongement de la nor- 
male mf, à une distance de l’axe of représentée par p— R=R J u‘. Le lieu de ces 
centres est donc une hélice concentrique à l’hélice douuée , de même pas , et pour 
laquelle , en nommant /*’ la tangente de sou inclinaison sur le plan de la section 
droite , il vient 

— R)=/xR 

de là résulte 

W 1 — 1 

Les touchantes situées aux deux extrémités de la normale m n sont à angle droit 
l’une sur l’autre. On voit en outre que les deux hélices ont même courbure dans 
leurs plans osculateurs respectifs et qu’elles sont en quelque sorte réciproques l’une 
•de l’autre. Eu effet le rayon de première courbure est pour la seconde hélice 

(f>-R)(i +/'”)= V’( t +-^)=R(l+/‘*)==/> 

Chacune de ces deux hélices est donc pour l’autre le lieu des centres de pre- 
mière courbure. 
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et par conséquent pour rayon de deuxième courbure 


ds , R(l+^*) P 

~/I — =7 

Delà résulte 



On peut donc sc donner arbitrairement les deux rayons de cour- 
bure p ,p' et déterminer d'après ces conditions les éléments f* et R. 

Il suit de là que, quels que soient en un point donné d'une 
courbe quelconque les deux modes particuliers suivant lesquels 
commencent les changements de direction de la tangente et du plan 
osculateur , il existe toujours une hélice pour laquelle les mêmes 
changements s'effectuent en chaque point suivant ce même mode , 
devenu permanent. On voit en outre qu'en disposant convenable- 
ment cette hélice, on peut toujours identifier sa double courbure 
constante avec celle de la courbe donnée au point que l'on consi- 
dère. L’hélice ainsi déterminée prend par rapport à la courbe le 
nom d'hélice osculatrice. Elle est, pour les courbes à double cour- 
bure , ce que le cercle osculateur est pour les courbes planes. 


( 4 ) Remarquons que pour la seconde hélice ou aurait dans les mêmes circons- 
tances 



et par suite 

*>*=¥>"• 

Le rayon de première courbure de chacune de ces deux hélices est donc 
moyenne ptoporlionnelle entre leurs rayons de deuxième courbure. 

Dans le cas particulier où l’on pose ju=:| l'inclinaison de l'hélice sur son axe 
étant de •45*', l'on trouve 

p=p»=p”=2R. 

Les deux hélices sont alors tracées sur le même cylindre. La et la 2 n, e cour- 
bure sont égales. Leur rayon est double de celui de la section droite. 
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Courbure des surfaces. 


65) Soit une surface , 


s=¥{x,y) 


Pour abréger , nous représenterons par p et q les dérivées par- 
dz dz 

tielles du premier ordre — — , — — et par r, s , t, les dérivées 


Ax Ay 
d'z d'z 


d'z 


partielles du second ordre — t — , , — 

' A x AtAy Ay* 

Soit un point de la surface. En ce point , où nous supposons 
l’origine des coordonnées transportée , le plan tangent a pour 
équation 

dz — pdx — gdy = 0 (!) 


et , eu égard à la direction de ce plan , la courbure d'une section 
quelconque se trouve complètement déterminée par l’équation dif- 
férentielle , 


d'z—pd'x — gd'y—rdx' -\-2sdxdy-\-tdy* (2) 

Considérons le cercle osculateur à l’une de ces sections , pour le 
point dont il s'agit , et, quel qu'il soit, concevons le tracé sur la 
sphère 


(3) 

Par hypothèse la sphère passe par l’origine , et l’on peut l’assu- 
jettir à toucher en ce point la surface donnée. On a donc d’at>ord 

puis différenciant l’équation (3) 

(x — a)dx-\-{y — b)dy-{-(z — c)dz— 0 (4) 

et posant x=0 , y— 0, *=0 

adx-\-bdy-\- cdz=0 

Delà résulte 

a b 


et par conséquent , 
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Veut-on maintenant que pour les sections faites par un même 
pian , l’une sur la surface donnée , l’antre sur la sphère , le point 
de contact devienne un point d’osculation , il faut exprimer qu’en 
ce qui concerne respectivement chacune de ces deux sections, la 
loi de courbure est, en ce point, la même pour les deux surfaces. 

Différencions en conséquence l’équation (4) et posons *=0, 
y=0, 2=0 , dans le résultat de la différenciation. Il vient ainsi, 

ad l x-\-bd , y-\-cd > z=dx' -\-dy* -\-dz , =ds t 
ou remplaçant a et b par leurs valeurs 

d‘z — pd*x — — (5) 

Observons que si le plan sécant esl déterminé, l'on peut considérer 
les quantités ds , dx, dy , dz comme l’étant aussi. Donc alors pour 
faire coincider les équations de courbure (2) et (5), il suffit 
d’écrire , 

ds' 

— — —rdx t -\-2sdxiIy+tdy i (6) 

et l'on en déduit immédiatement 


ds l \/ l-t-f’-t-g* (7) 

? rdx'-t-'Isdxdy-hldy 1 

Cela posé , s’il s’agit d’une section normale , la section qui lui 
répond dans la sphère esl un grand cercle et elle a pour rayon de 
courbure le rayon p de la sphère. S’agit-il au contraire d’une sec- 
tion oblique , la section correspondante est un petit cercle. Néan- 
moins la sphère , sur lequel ce cercle est tracé , ne change pas si les 

quantités • restent les mêmes, c’est-à-dire si la section 

ds ds 


oblique a même tangente que la section normale. Or en ce cas dési- 
gnant par s l’angle des deux sections et par R le rayon du petit , 
cercle , on a évidemment 

R — p cos s (8) 


Donc , pour toute section normale le rayon de courbure est 
fourni par l’équation (7) , et , pour toute section oblique ayant 
même tangente , par l’équation (8). 

Il suit delà que la courbure en un point donné d’une surface se 
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trouve complètement déterminée par la courbure des sections 

normales. 

06) De l'équation (7) I on déduit 

rdx s -) r '2sdxdy-\-tdy , =* — - — y/ l-fp'-fÿ* 
c'est-à-dire, 

rx* +2sxy+ty*^ -—y/ + 

<r étant une longueur quelconque , mesurée à partir de l'origine 
suivant la tangente à la section normale que l'on considère , et x,y, 
les coordonnées du point suivant lequel l’extrémité de cette lon- 
gueur se projète dans le plan des x , y. 

Le rayon vecteur <r étant lout-à-fait arbitraire on peut le supposer 
tel que pour chaque section normale on ait constamment 

tr'—p. 

Dans celte hypothèse l’extrémité du rayon vecteur <r reste sur 
une certaine courbe , située dans le plan langent et ayant pour 
projection 

rx* +2sxy+ly t ^\/ l+p'-fj*. 

La courbe déterminée par cette équation et celle du plan tangent 
a reçu le nom d'indicatrice (>). Elle est remarquable en ce que le 
carré de chacun de ses demi-diamètres fournit le rayon de cour- 
bure de la section normale correspondante. 

La considération de l’indicatrice conduit aux déductions sui- 
vantes : 

1“ En général les rayons de courbure sont susceptibles d’un 
maximum et d'un minimum, les plans normaux correspondants 
étant rectangulaires. 


(i) En général on pose el Ton a pour projection de l’indicatrice , 

r x 2 -f 2 s j ij + ty * =* 2 S 1 4- p a 4" H 1 

Voici d’ailleurs ce qu’est l’indicatrice. Au point donné sur la surface il existe 
«ne infinité de paraboloïdes oscillateurs. Si l’on considère en particulier celui de 
ces paraboloïdes dont l’axe principal est parallèle à la droite choisie pour axe des 
x. y l’indicatrice est l’intersection de ce paraboloïde par un plan mené parallèle- 
ment au plan tangent , à une distance égale à o. De là résulte un mode de géné- 
ration applicable à tous les paraboloïdes osculateurs. 
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2“ La somme inverse des rayons de courbure appartenant à deux 
sections normales quelconques rectangulaires , est constante. 

3° La courbure d’une section quelconque est déterminée par 
celles qu’affectent les sections de plus petite et de plus grande 
courbure. 

4° Les directions de plus petite et de plus grande courbure sont 
les seules suivant lesquelles la normale puisse en se déplaçant 
engendrer une surface développable, (i) 

67) Supposons le plan des xy parallèle au plan tangent. Il vient 
en ce cas p=0 , q = 0 , et l’on a pour équation de l'indicatrice 

rx t +2sxy+ly 1 =l 

Choisit-on les axes de manière à ce que cette courbe soit rap- 
portée à scs diamètres principaux, il vient en outre s=0. 

Cela posé , si l’on fait p= 0 , g=0 , s=0 dans l’expression (7) du 
N° 65 l’on trouve pour le rayon de courbure d’une section normale 
quelconque • 

dx'+dy’ 

rdx*-\~tdy' 

ou désignant par <p l’angle que la tangente à la section que l’on 
considère fait avec l’axe des x 

1 

rcos\J)+tsin *0 

Les rayons de plus petite et de plus grande courbure sont nommés 
rayons de courbure principaux, les sections qui leur répondent 
sections normales principales. 

Soit p,,p, les rayons de courbure principaux, l’on déduit de 
I’équation précédente en y faisant successivement 0=0 et 0=— 

1 - 1 f 

P» P> 

En général 

— — =r cos a 0-W sin a 0 
P 


(i) Celle propriété do.t cire démoutrée. Nous ne la présentons ici que comme 
une induction fondée sur le résultat qu'on obtient , lorsqu'on substitue à chaque 
section normale son cercle osculatcur , et à la surface douuée le lieu de ces ceiclef. 
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cl pour une section normale à angle droit sur la précédente 

1 

— — =rsin 'ip+lcos *.p 
P 

il vient donc 


1 

P 




68) Quels que soient les axes coordonnés , supposés rectangu- 
laires , l’on a généralement 


P rdx* -\-2sdxdxj -\- Idtj 1 

(p‘ -^l)dx' -\-2pqdxdy -\-l)dy* . /“ “ ~ 
rdx , -+-2sdxdy+tdy' V +P +<1 


Considérant 


dy 

dx 


comme variable, différenciant et égalant à 


zéro le résultat de la différenciation , l'on trouve pour équation de 
condition relative aux deux sections normales principales 

[(l+î’)*-P?<] (-^-)‘+[(l+?‘)r-( I +/>’)<] ^ 

— (l+p’)H-M r =° (1) 

D’un autre côté la normale au point x , y , i , a pour équations 


t=x — p(o — z) 
u=y—q(v—z) 


si l’on veut que dans ses déplacements successifs elle engendre une 
surface développable il faut que l’on ait (voir N° 65) 

dp d(x+pz) 

dq d(y+qz) 

Effectuant les calculs et substituant à dz , dp , dq leurs valeurs 
respectives pdx-\-qdy, rdx-\-sdy , sdx-\-tdy l’on retombe précisé- 
ment sur l’équation de condition précédente. Il est ainsi démontré 
que c’est en suivant les directions de plus petite et de plus grande 
courbure , et celles-là seulement , que la normale peut engendrer 
une surface développable. La suite continue de ces directions forme 
sur la surface donnée un réseau de lignes qui se coupent à angle 
droit et prennent le nom de lignes de courbure. Les projections de 
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décos lignes sur le plan des x,y ont pour équation différentielle 

dp d(x+pz) 

àq ~ d(y-{-qs) 

ou plus simplement 

dp[dy-\-qdz)=zdq ( dx-\~pdz ) 

G9) Reprenons l’équation 6 du N° (65) et développons le terme 
ds* en y remplaçant dz par pdx-\-qdy. Il vient, 

(p* 1 )dx* -\-2pqdxdy + [q' -f- 1 )dy 1 — c[rdx 1 2 sdxdy-\-ldy l ] 


La valeur que l’on trouve ainsi pour c varie en général avec le 
rapport -y - . Si l’on voulait qu’elle demeurât constante indépen- 

(IJC 

damment de toute valeur attribuée à ce rapport , il faudrait que 
l'on eut 


p*4-l —rc , 
et par suite 

pM-1 

r 


pq—sc , (î’+l)— 

yq ?*-H 

s l 


Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que la 
courbure reste la même dans toutes les sections normales. Le point 
ainsi déterminé prend le nom d'ombilic. 

On arrive au même résultat en partant de l’équation (1) du 


N“ 68 et exprimant qu’elle subsiste quelque soit 


d;i 

dx 


Rectifications, quadratures, cubalures. 


INDICATIONS PÏIÉI.MIINAIRFS. 


70) Étant donné la fonction continue 

y =/» 

l'on a en même temps 

ày=f{x+&r)—f(r) 

II. 


( 1 ) 

( 2 ) 
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et la différenciation consiste à déduire de l’équation (2) l'équation 

différentielle 


dy=f'(x)dx 


( 3 ) 


L'opération inverse prend le nom d'intégration. Elle devient 
nécessaire lorsque la mise en équation du problème à résoudre 
fournit directement l’équation (3) et que l’objet que l'on se propose 
est la détermination de l’équation (2). Lo signe d'intégration 



les indices x et x-4-Ax fixant les 


limites de l’intervalle que l’on considère. Le résultat qu’on obtient 
en intégrant est nommé intégrale. Il a pour valeur correspondante 
la différence Ay. On écrit ainsi , 



x+Ajr 

f’[x)‘Ax. 


( 4 ) 


les équations (2) , (3) , (4) s’impliquant l’une l’autre et le signe 

x+A* 

indiquant l’opération qui reste à effectuer dans l’équa- 
tion (4) pour passer de l’équation (3) à l’équation (2). 

On observera que si l’équation (2) résulte nécessairement de 
l’équation (1), la réciproque n’est pas également vraie. Concevons 
en effet que l’équation (2) subsiste seule et qu’après V avoir fait 
x—a l’on remplace Ax par x — a ; il vient 

Ay = f{x)—f(a) (5) 

ou désiguanl par b la valeur que prend y pour x=a 

V=f (x)+b-f(a) (6) 

Or quelle que soit la constante b — f[a)=c , l’équation (6) peut 
toujours se résoudre en l’une ou l’autre des équations (2) et (5). 
Celles-ci répondent donc en général à la relation 

y—f (x)-t-Cons 1 '. 



Pour ne pas nous écarter de notre but , nous laisserons de côté 
l’intégration proprement dite et , supposant résolu tout problème 
que nous aurons ramené à une question de calcul intégral , nous 
aborderons directement une nouvelle série d’applications géomé- 
triques. 
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Rectifications. 

71) Soit s l’arc d’une courbe et x,y,z, les coordonnées rec- 
tangulaires d’un point pris comme on voudra sur la courbe. Ima- 
ginons qu’à partir de ce point la continuité persiste suivant la 
direction fournie par la tangente. L'on a dans celte hypothèse , 

L’équation (1) subsiste quelle que soit la direction langentieile , 
pourvu quelle demeure constante à partir du point et dans l’inter- 
valle que l’on considère. 11 vient donc pour le cas où celte direction 
varie continuement , 

et par suite 

i + A* 

-y 


Quadratures. 

1° AIRES PLANES 


72) Étant donné une aire plane, A l’on peut toujours la consi- 
dérer comme engendrée par une portion de droite qui se déplace 
en changeant de grandeur. Pour plus de simplicité nous admet- 
trons que les déplacements de la génératrice s'effectuent , soit paral- 
lèlement à une direction constante , soit par rotation autour d’un 
point fixe. 

Dans le premier cas , prenons pour axes coordonnés deux droites 
rectangulaires , et pour directrice , l’axe des y par exemple. Soit 
d’ailleurs x la longueur de la génératrice. Si l'on suppose qua 
partir d’une position quelconque déterminée , la longueur z demeure 
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invariable, on a pour la génération qui répond à celte hypothèse, 

AA—ZAX. 

De là résulte pour le cas général ou la grandeur s varie avec 
continuité dans l'intervalle Ax 

dA=zdx 


et par conséquent 


AA- 




ï-f A* 

zdx. 


Autrement. L’on a en général, 

AA*= [z fxAx)Ax 

fi étant une fraction. Il vient donc, comme ci-dessus, 

dA=zdx. 


Autrement. Considérons le triangle formé par la génératrice z et 
par les deux tangentes aux courbes qui la limitent. Soit , pour une 
position quelconque de la génératrice , T la surface de ce triangle- 
Le mode de génération restant le même , on a évidemment 

dT = dX. 


Or, si l’on désigne par x la hauteur du triangle, il vient 
J — ’ i zx={mx t 

m étant une constante. On a donc 


dA~dT=mx.dx~zdx' 


Dans le second cas , le point fixe étant pris à l’intérieur, nommons 
r la partie de la génératrice comprise entre ce point et le péri- 
mètre. Si la longueur r demeurait constante, à partir d’une position 
quelconque de la génératrice , la surface engendrée daus l’inter- 
valle angulaire Au aurait pour mesure 

A A =ir’A«. 


Il suit delà que le rayon vecteur ne peut être continuement 
variable sans qu’il n’en résulte nécessairement, 

dA—jr'du 


et par suite 
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Autrement. L’on a en général 

AA=î [r* -f /«(2rAr-|-Ar’)]Au. 
fi étant une fraction. Il rient donc comme ci-dessus 

dA=J r'da. 

Autrement. Soit o (iig. 3) le centre de rotation, om = r une 
position quelconque du rayon vecteur, ba la tangente en m au péri- 
mètre courbe nmt , et s l'arc nm compris dans l'angle nom=«. Si , 
du point o, l’on abaisse sur la tangente la perpendiculaire oa*=p , 
il vient 

dA.=~p'ds. (1) 

En général , la tangente étant substituée à la courbe, et a expri- 
mant l’angle aom , il suffit de poser da=do>, pour qu’il en résulte 
immédiatement , 

n 

ds=d(ma) —d,p tang.al = —dx. 

cos et 


on a donc en substituant 


d\ = 


cos et 


da={ 


Si la courbe nmt était une circonférence de cercle ayant 0 pour 
centre, ou aurait p=r= cons'*. En ce cas la relation (1) suffit et l’on 
en déduit directement 

AA=îrAs=j r'&a. 

Remarque. A étant la surface d’un secteur circulaire ayant r pour 
rayon cl répondant à l’angle au centre w , l’on a 

A = i r'x. 

d’où, traitant u comme une constante et différenciant 
dA=rwdr=s.rfr. 

L'équation différentielle dA=sdr exprime que l'aire engendrée 
par un arc de cercle qui se déplace en conservant même centre et 
même longueur a pour mesure le produit de l’arc par l'accroisse- 
ment du rayon. 
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Aires de révolution. 


73) Soit une surface A décrite par une courbe plane qui tourne 
autour de l’axe des * et a pour équation y=f (x). 

Etant pris sur la courbe un point quelconque ( x,y ) , imaginons 
qu'à partir de ce point , la continuité persiste suivant la direction 
tangentielle. La courbe se trouvant ainsi continuée par une droite , 
imaginons en outre que chacun des points de la tangente soit assu- 
jetti à décrire une ligne précisément égale à la circonférence 2ary. 

La surface engendrée dans cette double hypothèse a pour mesure 

AA= 2 Tyj/ 14 -f'[xY‘Ax. 

Supposc-t-on maintenant que le produit y\/ -f\ x Ÿ soit 
continuement variable avec x dans l’intervalle àx , il vient immé- 
diatement 

d\.=%Ti \/ 1 'dx 

et l'on en déduit , pour le cas général que nous avons en vue , 

, x+Ax 

aA=2x J yj/l -\-f'[*Y'dx- 

s X 

Aulrtment. La section que l’on considère étant déterminée par 
la valeur attribuée à la variable , ce n’est point altérer la loi de 
génération des grandeurs AA, Ax que de substituer à la surface 
donnée le cône qui l’enveloppe suivant cette section. Mais s'il s’agit 
de ce cône , l'on a ( 1 ) 

dA=2»-yj/ 1-t -f\x) ’dx 


( 4 ) En général s étant fonction continue de la variable indépendante x , si Ax 
change de signe et uon de grandeur , il en est de même de l’accroissement diffé- 
rentiel dz. De là résulte le principe suivant : 

Considéré en lui-même et mesuré directement entre les deux extrémités d'un 
intervalle quelconque égal à Ax, V accroissement différentiel de la fonction >ne 
change pas de grandeur absolue , soif que , conformément à la méthode ordinaire, 
V intervalle dont il s'agit se trouve porté tout eutier en deçà ou au-delà de la valeur 
particulière attribuée à la variable indépendante , soit qu'au contraire il se com- 
pose de deux parties quelconques portées , Tune en deçà , l’autre au-delà do coite 
même valeur . 
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La môme équation subsiste donc pour la surface donnée. 
Autrement. Soit a l’angle de deux plans méridiens , l’un fixe , 
l'autre de position variable. Imaginons qu’un cylindre droit soit 
circonscrit à l’une des deux sections méridiennes et limité par le 
plan de l'autre. Soit d'ailleurs A? la surface cylindrique ainsi déter- 
minée. On a d’abord et à partir de «=0 , 

dA'-=dA=AA=3C.Aa>. 


C étant une constante. L’on a ensuite et généralement , 

r. *+A* 


L'=tang .aj y}/ l+f\x)*. 


dx. 


d’où 


Aa x+Ar 

dA 1 = cos’ûj J y\/ 1 +f\ x ) , 'dx 

is x 


et par conséquent pour «=0 


x+tSx 


AA=dA' = 


'=Aa f fl/' 1-f f'(x) *'dx. 

tJ x 


Dans le cas particulier de la sphère, si l’on désigne par r le 
rayon , il vient 


fl/v +f'(x)'=r 

et l’on en déduit immédiatement pour la portion de surface com- 
prise entre deux parallèles et deux méridiens 

AA=rAw.Ax. 


Aires quelconques. 

74) Considérons d’abord une aire plane P ayant pour projection 
sur le plan des xy l’aire p. Si l’on désigne par u l’angle que font 


Cela posé si , dans le cas du cône , la section que Ton considère occupe le milieu 
de l’intervalle Ar , Ton a 

AA=2*q i/ 1 +/ ' (*)*. A* 

et comme cette relation subsiste , quelque soit Ax , elle s’étend jusqu’à l’origine 
même de l’accroissement AA. 
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culr’eux les plans de ces aires, l’on a 

Ap=cos«*AP. 

En effet, l’axe des a: étant pris parallèle à l'intersection des plans 
dont il s’agit, la formule du N° 72 donne 

ar+Ax 

/ 

Ap = 


AP 


7 / 

S 

= / ydx» 

/ cos ce 


ydx 

i+i» 


— r 

COS co f 


ydx. 


il vient donc 


Ap*=cosco*AP. 


Soit ensuite une surface 


x=F(cc,y). 

et « l’angle que le plan tangent au point (x,y,z) fait avec le plan 
des xy. Concevons qu’à partir de ce point , choisi comme on voudra , 
la continuité persiste suivant les directions fournies par les tan- 
gentes. Dans cette hypothèse aux accroissements Ax,Ay , répond 
une aire plane située dans le plan langent et ayant pour expression, 


aa= 


Ax-Ay 


-AX’Ay 


Vi +(-£-)'+ ( 4 + 


cosw ~ ' Ax Ay 

Cela posé , si le radical varie conlinuement avec y dans l’inter- 
valle Ay , cl que l’on traite * comme une constante , il vient 


dA = ax-\/ 1+( — — ) -f-( ) ’dy 

AX- Aÿ 

De là résulte, eu égard aux changements que subit l’angle u dans 
la section faite par le point (r,;/,;:) perpendiculairement à l’axe 
des x , 

y +A y 

aA -“/ V/i +(—)’+(-?-)•«• 

y 

y+*y 

Suppose t-on d’ailleurs que l'intégrale/ y j +(— )-dy , 

Ax 
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soit continuement variable avec x dans l'intervalle Ax , l'on a 
immédiatement 

y+ A y 

iA=4 ,7 N/ '+<^>‘+(^)‘^ 

y y 

et par suite , pour le cas général d’une aire quelconque , 

*+ a * yf ^y 

aA_ / ix f 

* y 

Ctibalurcs. 


75) Le système des axes étant rectangulaire, considérons un 
solide quelconque et nommons z la partie de l’ordonnée comprise 
entre les surfaces qui le limitent supérieurement et inférieurement. 

Si l’on imagine qu’à partir d’un point pris arbitrairement dans 
l'intérieur du solide la hauteur z demeure invariable , aux accrois- 
sements Ax,Ay répond un volume AV ayant pour mesure, 

AV=xAr.Ay. 

De là résulte pour le cas où la hauteur z, supposée constante 
avec x dans l'intervalle Ax , varie continuement avec y dans l’inter- 
yalle Ay 

/ y+ 4 y 
aV=Ax J zdy. 

J y 

/ y+Ay 

zdy est-elle à son tour supposée continuement 

variable avec x dans l’intervalle Ax, il vient sans autre inter- 
médiaire 

r yf- 4 y 

d V=dx / zdy 


et l’on a généralement 


y + Ay 

= / dx j rfy- 
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On parvient au même résultat en considérant le solide comme 
engendré par les déplacements successifs d’une aire plane u qui 
se meut perpendiculairement à l'axe des x, en changeant de 
grandeur. 

En effet , si cette aire est constante , l’on a 

AV=uAa: 


Elle ne peut donc varier avec continuité , sans qu’il n’en résulte 
nécessairement 


d\*~udx 


et par suite 



Observons que l’aire u a pour expression générale 


fs 


xdy. 


La formule que nous venons d'obtenir coïncide donc avec la 
précédente. 

Si le solide est symétrique par rapport à l’axe des oc (solide de 
révolution ) , il vient 


On a donc en ce cas 


U—ory' 



x-pAx 

y'dx 


S’agit-il en particulier de la sphère et vent-on procéder plus 
simplement encore ? Prenons un point de la surface et à partir de 
ce point une aire quelconque AA située dans le plan tangent. Soit 
d'ailleurs A Y le volume du cône ayant pour sommet le centre de la 
sphère et pour base l’aire a A. Il vient , 


AV=-fAA 

on déduit de là pour la sphère 

"-y* 


Digitized by Google 



fondamentaux de l’analyse transcendante. 119 

ou ce qui revient au mémo , la loi de génération des grandeurs 
AV, AA étant constante , 

AV=-fAA. 

De là résulte en remplaçant AA par la valeur du N° 73 
AV—-— -Aa.Aa:. 


76) Considérons en dernier lieu le cas où la surface du solide a 
pour équation 

r=/>,6) 

r étant le rayon vecteur mené de l'origine à un point quelconque 
de la surface , g l’angle que ce rayon fait avec sa projection sur le 
plan des zy , m l’angle de cette projection avec l’axe des z. 

Si l’on suppose d’abord qu’à partir d'un point choisi comme on 
voudra , le rayon vecteur soit constant , et qu’on exprime par aV 
le volume d’un cône ayant son sommet à l’origine et pour base la 
portion de surface sphérique qui répond aux accroissements angu- 
laires A» , Ab , il vient dans cette hypothèse 


r* r* , r 3 

AV=—— Am.Ax=— — Aû> A(r sin g) = — — Aa.AsinS. 

ü O O 


Suppose-t-on ensuite que constant avec w dans l’intervalle Aa, 
le rayon vecteur varie continuement avec g dans l'intervalle Ag, 
l’on doit écrire 


f* y 3 

dX =— — .Aa.cf.sin g = — — Aa.coSo.cTg. 

O ü 


On a donc en ce cas 

Am , ‘+ A ‘ 

AY=— g— / r’cosg.cfe. 


^ e+Aê 


Suppose-t-on enfin que l’intégrale / r’cosêc/g soit conti- 

J e 

nuement variable avec m dans l’intervalle Aa , il vient , 



®-j- as 

r* cos 6 dS 
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et l’on en déduit pour solution générale 



6+A6 

r J cosl.de. 


APPLICATIONS GÉNÉRALES. 


Exemples particuliers offrant soit la résolution complète , 
soit la mise en équation de différents problèmes. 


GÉNÉRATION DES TRIANGLES SEMBLABLES. 


77) Soit x , y , z , les trois côtés d’un triangle quelconque cons- 
truit sous certains angles déterminés. 

Si l’on suppose que l’un des côtés varie (les angles restant les 
mêmes) les deux autres côtés varient en môme temps. En ce cas, 
les grandeurs Av , Ay, As, s’engendrent l’une par l'autre à partir de 
zéro , et la loi qui régit cette génération est indépendante de toute 
valeur attribuée aux quantités x, y, z. On a donc, 

Ax=cAz , Ay—dAz, Ax = c"Ay 

c,c',d'é tant des constantes. 

Mesure du parallélogramme et du parallélipipède. 

78) Soit a: et y les deux côtés d'un parallélogramme , A sa sur- 
face. La longueur x restant d’abord la même , imaginons que la 


(l) Les questions traitées à partir du N» 77 jusque et y compris le N" 81 sont 
essentiellement élémentaires. On s’est attaché à les résoudre en faisant exclusi- 
vement usage 

1° Des définitions du N° 1. 

2° Des principes fondamentaux établis K 01 2,3,4. 

On remarquera peut-être que le principe du H» 2 n’a été démontré que pour 
des parties commensurabies avec a , mais il est aisé de voir que dès qu’il y a 
continuité dans la génération que l’on considère, la généralisation du principe 
en dérive immédiatement. 
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longueur y varie. Dans cette hypothèse les grandeurs AA , Ay s’en- 
gendrent l'une par l'autre à partir de zéro et la loi qui régit cette 
génération est indépendante de toute valeur attribuée à y. Ou a 
donc nécessairement 


AA = eAy 

ou ce qui revient au même 

A = cy 


c ne dépendant pas de y. 

Suppose-t-on maintenant x variable et y constant, on trouva de 
la même manière, 

À -=.<!x 


if ne dépendant point de x. 
De là résulte 


A —mxy. 


rn pouvant dépendre de l’angle suivant lequel se coupent les côtés 
du parallélogramme , mais non de leur grandeur. 

Lorsque l’on pose x—l , y= 1 , il vient A =»n. Fait-on en outre 
m*=l , c’est-à-dire prend-on la surface m pour unité de mesure 
applicable à tous les parallélogrammes construits sous l’angle que 
l’on considère , on a généralement 

A—xy. 

Soit de même x , y , z les trois côtés d'un parallélipipède : V son 
volume. 

Si l’on suppose successivement que chacune des trois longueurs 
x , y , z varie , tandis que les deux autres demeurent constantes , 
on trouve comme tout-à-l’heure , 

\=cx=<fy=c"z=mxyz 

S’agit-il d’ailleurs d’un parallélipipède quelconque , construit 
sous certains angles déterminés, et prend-on pour unité de mesure 
le volume du parallélipipède construit sous les mêmes angles , avec 
des côtés respectivement égaux à l’unité de longueur, il vient en 
général , 

Y«=xy s. 
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Mesure des angles et du secteur circulaire. 
Quadrature et cubature des cônes et cylindres droits. 


79) Soit un cercle et dans ce cercle un angle au centre “• Soit 
d’ailleurs s l’arc compris entre les côtés de cet angle. 

Les grandeurs As , Aa , s’engendrent l’une par 1 autre à partir de 
zéro , et la loi qui régit cette génération est indépendante de 1 angle «• 
On a donc, 

As=CAu. 

Cela posé , soit bmc (fig. 4) une tangente menée à 1 extré- 
mité du rayon om=r. Si nous prolongeons les côtés des angles 
»K)a=« , moh=Ax et que nommant l la longueur brn , nous consi- 
dérions la génération simultanée des grandeurs A l , A a, nous aurons 
évidemment 

mh = dl— As = cAw , mc=Al— (c-J- >?)Aa. 

y étant une quantité qui décroit indéfiniment à mesure que Am con- 
verge vers zéro. 

11 viendra de même pour un cercle concentrique au premier et 
dont le rayon serait om'=r', 

A>W &» , m ' c '=A?=(c'-H')Aû). 

Or , quel que soit l’accroissement Aa , l’on a toujours 

Al r c+< 

aV r 1 c'+V 

il vient donc aussi 

rc' — /c=r'i*— r y. 

En vertu de cette équation , la différence r'*— r*' ne peut qu’être 
nulle ou constante. Mais en supposant qu’elle ne fut pas nulle , elle 
serait indéfiniment décroissante avec A». Elle est donc nulle , et 
l’on a séparément 

r'vj r j , rc’—r'c. 
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De là résulte, 


e 

* 

c 


r 


r ' 


et par conséquent 

As r 
As' r 1 

Faisant r'=I, et prenant pour mesure de l’angle Aa l'arc te', on 
déduit de ce qui précède 

a s—r/su, A?=(r+^)AM* 

Soit encore A l’aire du triangle bom. A l’accroissement angulaire 
am répond , 

r r 

1° L’accroissement effectif. omc= aA=~j- a ?=» — -[r-f ^]Aa. 

. . T* 

2° L’accroissement différentiel. omh—dA=— au=-—-as. 

2 2 

Il Tient donc 

r* r 

Secteur omhz=—— \a= — as. 

2 2 

Le procédé, que nous venons de suivre pour la mesure du secteur 
circulaire, s’étend de lui-méme aux quadratures et cubalnres des 
cènes et cylindres droits. 


Mesure du fuseau et de l’onglet cylindriques. 


80} Étant donné deux plans qui se coupent suivant AX (fig. 5) , 
soit YAX l’un de ces plans, m la projection sur ce plan d’une 
droite qui se déplace en lui restant perpendiculaire. 
z la partie de cette droite interceptée par les deux plans 
x—Ap , y*=>mp, les coordonnées rectangulaires du point m. 
mm' la direction suivant laquelle commence le déplacement de ce 
point. 

r le rayon d’un cercle ayant son centre en 0 sur la droite AX, et 
touchant en m la direction mm'. 

y 

m le rapport constant - 2 — • 

X 
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aA l'aire engendrée, à partir du point tn, par les déplacements 
successifs de la perpendiculaire z. 

aV le volume de la pyramide qui a son sommet en O et AA pour 
base. 

Imaginons d’abord que le déplacement du point m persiste sui- 
vant une seule et même direction. Dans cette hypothèse la perpen- 
diculaire z engendre une aire trapézoïdale, et il vient, 

t\=mm' — ^~) AX ‘ 

aY=— aA= — 

De là résulte 

dA=/ttrAx (1) 

dV = ijKr*Aar. (2) 

Suppose-t-on maintenant que le déplacement du point m s’effectue 
suivant la circonférence mo , la quantité r cesse d'être variable- 
Dès lors les lois de génération exprimées par les équations (1) cl (2) 
sont constantes , indépendamment de toute valeur attribuée à a: et 
l’on en déduit immédiatement, 

dA=AA = /arAa; 
dW =aV— îjur’Ax. 

Dans l’hypothèse où nous venons de nous placer, l’aire engendrée 
par la perpendiculaire z est une portion de surface cylindrique. 
Les quadratures et cuba turcs, qui répondent à ce cas, n’offrent, 
ainsi qu’on le voit, aucune difficulté. S’il s’agit du fuseau et de 
l’onglet compris entre les deux plans que l’on considère, on doit 
remplacer &x par 2r. On peut d’ailleurs substituer à /xr la valeur 
x=aZ, laquelle répond à l’abscisse x=AO. En opérant de celte 
manière , on trouve, 

aA=2 rai 
AV=fr‘A?. 

Quadrature et cubature de la sphère. 

81) Considérons une sphère quelconque , engendrée par la rota- 
tion du demi cercle om autour du diamètre nn\ 
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Soit Aa l’angle de deux plans méridiens , dont l’un , supposé 
fixe , est représenté fig. 5. 

La demi circonférence nmn' étant prise pour base d’un demi 
cylindre droit , circonscrit à la sphère , le fuseau et l’onglet cylin- 
driques , qui répondent à l’angle Aa , ont respectivement pour 
mesure , 

AA=2rAL=2r[r + )j]Aa. 

AV=lr s A/=ir’[r+^Aa. 

De là résulte pour le fuseau et l’onglet sphérique , qui répondent 
à la même ouverture angulaire , 

dX= fuseau sphérique =2r J A«. 

(JV-= onglet sphérique =’ r 3 Au. 

S’il s’agit d’une zone et du secteur correspondant , il suffît de 
rétablir le facteur tsx au lieu du facteur 2r. On trouve ainsi 

zone sphérique =rAa . Ax . 
secteur sphérique =) r ! Aa Ax. 

Loi des températures d'une barre solide. 

82) Considérons une barre prismatique , chauffée ou non à l’une 
de ses extrémités et placée dans un milieu dont la température 
est zéro. 

Les dimensions transversales de la barre , étant supposées très 
petites , nous ne tiendrons pas compte des différences de tempé- 
rature qui peuvent exister entre les diverses parties d'une même 
section. 

Nommons a l’aire de la section transversale , y son périmètre , 
k et h les coefficients de conductibilité intérieure et extérieure , C 
la chaleur spécifique , D le poids de l'unité de volume. 

Soit une section quelconque m , située à une distance x de l’ori- 
gine , et v la température de cette section à la fin du temps t. 

Lorsqu’une même quantité de calorique traverse à la fois toutes 
les sections , la température reste partout la même à toutes les 
époques. En ce cas , si l’on désigne par Q la quantité de calorique 
qui traverse la section m pendant l’unité de temps , l’on a 

Qax=ÀmAY. 

De là résulte pour le cas où le (lux de calorique varie continue' 

11. 40 
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ment d'une section à l’autre , la température restant partout la 

même , ou subissant partout les mêmes changements , 


Q —ka 


dv (î) 
Ax • 


S'agit-il d’ailleurs d’une autre section, séparée de la première 
par l’intervalle ax , la différence entre les quantités de calorique , 
qui traversent à la fois ces deux sections pendant l’unité de temps , 

a pour expression A (ka-^—)‘ 

Quelle que soit , pendant le temps que l’on considère , la tempé- 
rature de chacune des sections comprises dans l’intervalle ax , l’on 
peut toujours imaginer que la température du milieu varie d’une 
section à l’autre , de telle manière que , pour chaque section , l’excès 
de sa température sur celle du milieu qui la circonscrit , soit cons- 
tamment représenté par v. Dans cette hypothèse, à la longueur Ax 
répond une perle de calorique , effectuée par la surface extérieure 
de la barre , et exprimée pour l’unité de temps par h/vAx. 

Il vient donc pour mesure de la quantité de calorique qui s’accu- 
mule , pendant l’unité de temps , sur la longueur ax. 


dv 


A [ka ) — h'/vAx. 


Ax 


Cela posé , si l'on prend à son origine le changement de tempé- 
rature de la section m. on remarque qu’il s’effectue suivant une loi 
déterminée. Cette loi , supposée permanente , répond à une élévation 
de température exprimée , pour l’unité de temps , par la dérivée 

partielle On peut d'ailleurs imaginer quelle s’applique, 

bt 

avec cette même détermination , à toute letenduc de l’intervalle ax. 
lin ce cas , les changements de température sont partout les mêmes, 
et ils ne penvent se produire sans qu’il n’y ail absorblion d’une 
quantité de calorique représentée, pour l’unité de temps et pour la 


(i) Celte relation subsiste en général. Il faut observer seulement que dans le 

ras où la dérivée partielle est fonction de t , Q exprime , pour l'unité de 

ax 


temps , non plus la quantité de chaleur qui traverse effectivement la section m , 
ruais celle qui la traverserait , si le flux persistait en conservant la détermination 
qu'il affecte à l’instant que l'on considère. 
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longueur Ax,par l’expression C.D.a.Aa% . On a donc néces- 

aI 

saircment , 

A (kx ) — ^yl'Aj;=C • D Ajc • . 

De là résulte , pour le cas général que nous avons en vue , les 


quantités v et 


dv 
a t 


n’étant pas constantes , mais bien coulinue- 


ment variables avec x dans l’intervalle ax , 


do 


Jiu ÂyU=C*D-c<j 

AX 1 Al 


do 


L’équilibre est-il établi d’une manière permanente , on a = 0 


et il vient plus simplement, 


d l v 

k u -=hyv. 

AX 1 


Problème de la corde vibrante. 


83) Considérons une corde tendue entre deux points fixes et 
exécutant librement des vibrations quelconques très petites. 

Soit m la masse de la corde pour l’unité de longueur , P sa 
tension supposée constante, y la distance comprise à la fin du temps 
t entre un plan fixe , choisi comme on voudra , et un point quel- 
conque n appartenant à la courbe. 

A partir du point n prenons un arc as, assez petit pour que , 

dans toute son étendue , la dérivée partielle — affecte le même 

AS 

signe, à l'instant que l’on considère. Isolons cet arc du reste de la 
courbe , et pour suppléer l’effet de la liaison , plaçons à chacune de 
ses extrémités et suivant la tangente une force égale à P. Les com- 
posantes parallèles aux y étant de signe contraire , et l’une d’elles 


dy 


ayant pour expression P 

A S 

dy 

A$ 


, leur résultante est évidemment 
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Cela posé, si la loi qui régit le changement d’état du point n, à 
partir du temps t , subsistait en môme temps et avec la même 
détermination pour tous les points de l’arc as , la réaction due à 


l’inertie aurait pour composante parallèle aux y , màs- 


d’y 
a t' ’ 


et 


il viendrait , 


A(P-^-)=mAs. 
' AS ’ 



De là résulte pour le cas ou la dérivée partielle — ~ varie 
conlinuement avec s dans l’intervalle a s , 
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